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bis Euklid

Die Mathematik auf dem Weg durch die Zeit

E.Hlawka *

Einleitung, vorgriechische Mathematik, bis Euklid

Gehen wir als Grundlage vom gegenwartigen Lebrplan in Mathematik (fir die Un-
terstufe) an den Allgemeinbildenden Hoheren Schulen aus, so sehen wir folgende
mathematischen Worter und Begriffe; dabei soll die Ubersicht nur sehr kursorisch
sein: Punkt, Strecke, natiirliche Zahlen, Briiche, 3, 1,1, das Wort Funktion und
das Wort Menge. Dann folgen Flacheninhalte von gewissen geometrischen Figuren,
der Umfang der Kreislinie und der Inbalt der Kreisflache. Wir finden dann, vor al-
lem in der zweiten Klasse, Bewegungen, kongruente Figuren, Dreiecke, Rechtecke
und den Begriff des Winkels, die Teilbarkeit von ganzen Zahlen, grofiter gemein-
samer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches und die Primzahlen. Dann die
Winkelssumme im Vieleck, die Zerlegung des Vielecks in Dreiecke, das regelmaflige
Sechseck und Achteck, das Prisma, die Pyramide, den Zylinder und die Kugel In
der dritten Klasse finden wir dann die Menge der ganzen Zahlen und die Menge
der rationalen Zablen. Dann tritt die Algebra auf und die Flachenverwandlungen,
insbesondere die Flachen verwandlung eines Polygons in ein Viereck bzw. Dreieck.
Es kommt nun der pytbagoriisch; Lehrsatz und der Begriff der irrationalen Zab-
len. Die vierte Klasse bringt lineare Gleichungen, Textgleichungen, Ahnlichkeit,
den Strahlensatz und erneut den Pythagoraischen Lebrsatz. (Man vergleiche auch
mit alteren Lebrpldnen z.B. mit jenen aus 1901. Diese zitieren auch mathemati-
sche Literatur. Es werden zitiert: A. Pringsheim, Irrationalzahlen und unendliche
Prozesse, Math. Enzyklopidie I; (1899), P. Stackel und F. Engel, Die Theorie der
Parallellinien von Euklid bis zu Gauss (Leipzig) 1885. Diese Hinweise verdanke
ich Frau OStR. Dr. Martha Miller).

* Vortrag gebalten am Lehrerfortbildungstag, 24.4.1987, TU Wien
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Dieser Stoff (er wird in der Unterstufe der AHS behandelt), den ich hier aufgefibrt
habe, ist un wesentlichen der Inbalt der Mathematik wie er sich geschichtlich bei
den Hochkulturen, vor allem in Agypten, im Zwischenstromland Mesopotamien
und in Indien ungefabr um das Jahr 2000 v. Chr. zeigt. Allerdings ist es erst
eine Errungenschaft der letzten Jahrzehnte, dafi der Begriff der Menge so in den
Vordergrund gestellt wird. Weiter ist abzusehen vom Begriff der negativen Zahlen,
die erst im 16. und 17. Jahrhundert voll in den Unterricht cindringen. Um dies

noch deutlicher zu machen, wollen wir jetzi eine kurze historische Ubersicht geben.

Die Entwicklung der Mathematik beginnt, soweit wir das feststellen konnen, un-
gefahr in der Jungsteinzeit, allerdings ist die Datierung in den verschiedenen Teilen
der Welt verschieden. Wir konnen in Agypten, im Zwischenstromland und in In-
dien die Entwicklung der Jungsteinzeit um 7000 v. Chr. datieren, in Nord und
Mitteleuropa ungefahr um das Jabr 2000 v. Chr.,(es findet sich allerdings z.B. im
Traisental eine hochentwickelte Kultur bereits um 6000 v. Chr.). Wir finden eine
allmihliche Entwicklung des Zahlenraumes, so wie wir das heute in der Schule
machen. Zupachst tauchen die Zahlen von 1 bis 9 auf, dann erstreckt sich der
Zahlenraum bis 90, 900, 9000, bis zu 108. Das trifft ungefabr 1554 v.Chr. im
Neuen Reich in Agypten zu. Besonders entwickelt finden wir die Mathematik im
Gebiet zwischen Euphrat und Tigris, bei den Sumerern, um etwa 3000 v. Chr.
Wir wissen nicht, woher sie kamen, sie sind jedenfalls eingewandert, es besteht die
Hypothese, da8 sie aus Persien oder aus Indien gekommen sind und ihre mathe-
matischen Kenntnisse mitgebracht haben. Diese Kultur wird von den Babyloniern

und anderen Volkern fortgesetzt.

Welche mathematischen Kenntnisse finden wir bei diesen Volkern? Wir finden
Formeln fiir das Quadrat und die dritte Potenz von a + b, dann Losungen von
quadratischen Gleichungen. Diese Aufgaben erhalten sie in der Form z -y = ¢,

z +y = b, dic sie in 13 Typen eiuteilen, weil ihnen die negativen Zahlen nicht zur
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Verfiigung steben, Naherungsformeln fir die Quadratwurzel

b
2 ~ —
vat+b a+2a.

Natiirlich lineare Gleichungen az = b in verschiedenen Formen, lineare Gleichungs-
systeme, das Volumen des Pyramidenstumpfes, Formeln fiir den Flacheninhalt des
Dreiecks und des Trapezes, die allerdings bei den Agyptern fehlerbaft angegeben
sind. In Keilschrifttexten bei den Babyloniern finden wir die Anwendungen des
Pythagoraischen Lehrsatzes, wobei sie Quadratwurzeln bereits ziemlich genau be-
rechnen. Fir die Quadratwurzeln selbst sind Tabellen angelegt. Hier erwahnen
wir noch die pythagoraischen Trippel (x,y,z) mit z? + y? = z? (und 3. Wurzeln).
Allerdings bringen sie diese Gleichungen und Formeln nur in Worten. Man sagt
heute, daB die Mathematik damals in der rhetorischen Ara war. Die Beispiele
waren aus dem Alltag genommen, £.B.: Ein Bauer verkauft 5 Sacke Weizen. Ein
Sack kostet a Einbeiten. Wie gro8 ist sein Ertrag? Oder z.B.: Ein Sack Weizen
und 10 Einheiten sind 39 Wahrungseinbeiten wert, wieviel ist der Sack wert? Al
Jerdings sind die Aufgaben oft nur scheinbar aus dem Alltagsleben genommen, da
die auftretenden Zahlen bedeutend hober sind, als im Alltagsleben ublich. Dies ist
vor allem bei den Indern der Fall, die in 100.000 und Millionen Einheiten schwel-
gen. Die zu benitzenden Regeln werden in Merkregeln, bzw. direkt in Versen, in

langen schwungvollen Gedichten formuliert.

Hier zeigt sich deutlich, daB die Mathematik nicht nur aus praktischen Grinden
entstanden ist, sondern auch der Wunsch, Erkenntnisse zu gewinnen, eine bedeu-
tende Rolle gespielt hat. Die Zahl Null tritt nur ganz vereinzelt in Agypten und
in Babylonien auf. Es ist ja bekanntlich das Verdienst der Inder, die negativen

Zahlen und die Null in die Mathematik eingefubrt zu haben.

Ein System von mathematischen Satzen und auch Beweisen der Satze findet sich
erst bei den Griechen, wenn man von einzelnen Beweiren bei den Agvptern und

Babyloniern absieht. Der crste, der Beweise vorgenommen bat, war Thales von
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Milet (ca 624-548 v.Chr.). Die Schule um Thales und Pythagoras von Samos (ca.
580-500 v.Chr.) hat als Beweisprinzip in der Geometrie den Begriff der Bewegung
beniitzt. Ob Pythagoras selbst mathematische Satze und Beweise durchgefubrt
hat, ist sebr umstritten, aber als sicher kann angenommen werden, da8 ein Teil
seiner Schiller, Mathematikoi genannt,(im Gegensatz zu den Akusmatikern, ("Er
hat es gesagt“) vgl. van der Waerden - Die Pytbagoréer - Artemis Verlag, Zurich
und Minchen (1979) 505 S.) ein mathematisches Lebrsystem aufgebaut baben.
Pythagoras selbst ist aber eigen, die Welt durch Zahlen zu beschreiben und zu
messen. Es war fir seine Schiiler ein groBer Schock, als sich herausstellte, daf
sich im rechtwinkeligen gleichschenkeligen Dreieck die Hypothenuse sich durch die
Seite nicht messen laBt, daB also die Wurzel aus 2, modern gesprochen, irrational
ist.* Die deutschen Mathematiker H. Hasse (1898 - 1982) und H. Scholz (1884
- 1956) haben mit Recht von einer Grundlagenkrise des Altertums gesprochen.
Diese ganze Problematik hat die Platonische Akndemie in Athen beschaftigt und
eine Losung dieser Frage hat erst Eudoxus von Knidos (408 - 355) gegeben. Diese
Theorie wird in den Elementen von Euklid von Alexandria (365 - 300 v. Chr.)

dargestellt.

Diese Elemente stellen die Zusammenfassung der Mathematik dar, wie sie damals
vorhanden war. Die Geschichte der Mathematik vor Euklid wurde vielfach unter-
sucht. Ich méchte vor allem auf die Untersuchungen des Schweizer Mathematikers

Neuvenschwander, einem Schiiler von van der Waerden hinweisen. Ich mochte nur

* Ein never Beweis von M. Kocher (Minster) geht so: Angenommen, es sei V2= o

und es se; » minimal. Esist, da 1 < V2 < 2, n< m< 2n Dapnist,da m = V2n,

m-»n\/2-22n~—m,a150\/§= 2—'-‘~E—'-"-,W0derNennerm-n<nist,alsoein
m-—n

Widersproch, de n minimal war. Eine Versligemeinerung vom Verfasser dieser Arbeit
lantet so: Es sei I sus N und kein Quadrat. Es gibt daon ein k aus N mit k < VD <

k+1. Esist\/ljz mﬁi—: = %ﬂ% Es sei nun VD = %nndnminimtl. Es
folgt eus der vorbergehenden Gleichung T = -Q,:—:f;:-"- Esist VD > k also m—kn > 0.
Andererseits ist VD — k < 1 also m — kn = (VD — k)n < n, also ist n nicht minimal.
Es ist also v/ D irrational.
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zwei Beispiele hervorheben, namlich die Winkelsumme im Dreieck und den Sats,
daB der Flicheninbalt des Dreiecks gleich Grundlinie mal halbe Hobe ist. Es st ja
an sich nicht selbstverstandlich, da8 die Winkelsumme im Dreieck 180° ist. Dies
hat man wohl zuerst beim gleichseitigen Dreieck erkannt und zwar als Teilfigur
des regelmaBigen Sechseckes, wo man die Winkelsumme sofort sicht. Beim gleich-
schenkeligen Dreieck wird man es wohl an den “Zick-Zack-Mustern” der Vasen
erkannt haben. Eine moégliche Konstruktion, die vielleicht Thales verwendet hat,
konnte so aussehen (A = A', B =~ B')
A g
Al 8

™

Allerdings bat man schon bald erkannt, da8 diese Methode von Thales, mit Bewe-

gungen zu arbeiten, die Richtigkeit des Satzes erkennen laft aber keinen Beweis
darstellt. Es ist wohl die Leistung von Eudoxus erkannt zu haben, da8 man zum
Beweis dieses Satzes ein Postulat bendtigt, namlich das berihmte Parallelenpo-
stulat, da8 es zu jeder Geraden und zu jedem Punkt, der nicht auf dieser Geraden
liegt, genau eine Parallele gibt, die durch diesen Punkt verlauft. Auf der Ku-
gel und in der nichteuklidischen Geometrie ist ja bekanntlich der Satz von der

Winkelsumme im Dreieck falsch.

Friihzeitig treten in der griechischen Mathematik, wie in der Wissenschaft uber-
haupt Personlichkeiten als Foracher und Lebrer bervor, im deutlichen Gegensatz
zu Agypten und Babylonien, wo wir nur den Berufsstand der Schreiber kennen, die
die mathematischen Regeln als Diener des Staates verwenden. Wir kennen aber
nicht die Personlichkeiten, die diese Regeln aufgestellt, bzw. gesammelt haben.
Es werden dies wohl Priester oder hobe Beamte oder grofie Baumeister gewesen
sein. Finer dieser Meister konnte vielleicht Iinhotep gewesen sein, der unter der
Regierung von Konig Zoser (2600 v.Chr.) géwirkt hat. Auch von den Schulen
fir diese Schreiber, die es sicher gegeben bat, wissen wir nichts Genaues. Dies

ist, wie gesagt, bei den Griechen ganz anders. Besonders bemerkenswert in der
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griechischen Kultur ist die hohe Wertschatzung, die die Mathematik genieBt. Dies
zeigt auch ganz deutlich die Sage, daf Prometheus den Menschen nicht pur die
Sprache, sondern auch die Zahlen von den Gottern weitergegeben hat. Es ist
auch bekannt, wie hoch Platon (427-347 v.Chr.) und seine Akademie in Athen,
die Matbemstik geschatzt haben. Man denke nur an die Dialoge Timaios und
Theaitetos, wo die Dreiecke bgw. die Irrationalzahlen eine wichtige Rolle spielen

(Heisenberg wurde von "Timaios* zur Weltformel gefihrt).

Euklid

Wie schon vorher gesagt, wird dann dss damals vorhandene gesammelte Wis-
sen von Euklid in Alexandria in den Elementen (der Stocheia) (Reibenfolge) zu-
sammengefaft. Nach der arabischen Uberlieferung wurde Euklid in Thyros (im
beutigen Libanon) als Sohn eines Hafenaufsehers geboren. Weiters sagt der Kom-
mentator Proclus (450 n.Cbr.) folgendes: “Wenig jinger als diese (Mathematiker
der Akademie) ist Euklid, der die Elemente schrieb, der dabei vieles aus Eudo-
xos verwendet, vieles von Theaitetos Behandelte zum Abschlu brachte und was
von den Friiheren pur oberflachlich dargestellt war, durch unanfechibare Beweise
stitzte. Dieser Mann lebte zur Zeit des ersten Ptolemaios; denn Archimedes, der
nach dem ersten kam, erwahnt den Euklid; auch erzahlt man, dafi Ptolemaios
ibn einmal nach einem kiirzeren Weg durch die Geometri;e als das Elementenwerk
gefragt habe; er habe darauf geantwortet, einen besonderen Zugang fir Konige
zur Geometrie gebe es nicht. Er ist jiinger als der Platonische Kreis und alter als

Eratosthenes und Archimedes.”

Dieses Werk besteht aus dreizehn Biichern, enthélt aber keine Einleitung und

beginnt sofort im 1. Buch mit Definitionen (besser Erklarungen): *

* Diese Definitionen haben zur modernen Dimensionstheorie (Poincaré, Brouwer,
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Definition 1: Ein Punkt ist, was keine Teile hat. Eine andere Ubersetsung lautet:

Punkt ist, dessen Teil nichts ist.
Definition 2: Eine Linie ist eine breitenlose Lange.

Insgesamt werden 23 Definitionen gegeben, dann folgen fiinf Postulate. Dieser Teil
beginnt so: Gefordert soll sein:

1. Da8 man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann.

2. Da8 man eine begrenzte gerade Linie zusammenhangend gerade verlangern
kano. |

3. Da8 man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kaap.
4. Da8 alle rechten Winkel einander gleich sind.

Das 5. Postulat ist das Parallelenpostulat (oft auch das 11. Postulat genannt), das
wir schon vorher gensnnt haben. Euklid selbst drickt sich in folgender sehr be-
merkenswerter Weise aus: “Und da8, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei
geraden Linien bewirkt, da8 innen auf derselben Seite entstehende Winkel susam-
men kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei geraden Linien bei Verlangerung
ins Unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen
kleiner als zwei Rechte sind.”

Dann folgen Axiome:
1. Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich: A= B,C=8—A=C

2. Wenn Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen gleich: A= B —
A+C=B+C

3. Wenn von Gleichem Gleiches weggenommen wird, sind die Reste gleich: A+C =
B+C—A=B

Menger, Uryson) angeregt. Thr Zweck war wobl, unendlich kleine Grofien aussaschbefien
und gegen die Argumente von Zenon (490-430) gerichtet.
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7. Was einander deckt, ist einander gleich: A kongruent zu B - A= B
8. Das Ganze ist groBer als der Teil

Heute fa8t man auch die Postulate mit den Axiomen zusammen (das Wort Axiom
kommt bei Euklid noch nicht vor). Man nimmt an, da8 die Postulate an seine
Schiiler in der Vorlesung — das Buch ist sicher aus Vorlesungen hervorgegangen
- als Mittel der Konstruktion gerichtet waren, wihrend diese Gleichheitsaxiome
als allgemeine Denknotiwendigkeiten aufgefaBt wurden. Euklid vermeidet nach
Moglichkeit, mit dem Begriff der Bewegung explizit zu operieren, obwohl dieser
Begriff (der Begriff der Kongruenz) im 4. Postulat und im 7. Axiom deutlich
sichtbar ist. Euklid bemiibt sich nun, aus diesen Axiomen und Postulaten durch
rein logische Operationen die Satze der Geometrie, genauer gesagt, die Satze der
Mathematik, herzuleiten. Er bespricht nicht nur geometrische Objekte, sondern
leitet auch Gesetze iber Zahlen her. Hier steckt ein altes pythagoraisches Erbe.
Allerdings hat er fir die Zablen keine Axiome aufgestellt, dies findet sich erst
bedeutend spater bei Kommentatoren von Euklid. Es ware nun reizvoll, den Inhalt
dieser dreizehn Biicher im einzelnen zu besprechen. D_as ist natirlich im Rahmen
dieses Vortrages unmoglich. Es sollen aber einige Punkte herausgegriffen werden,
die zeigen, wie Euklid seine Beweise fibrt, und ich erlaube mir, einige Beispiele
anzufihren, die ich aus der Inhaltslebre und aus der Zahlentheorie nebhme, wei.l.

hier die Erklarungen kirzer erfolgen konnen.

Ich erwahne nur den euklidischen Algorithmus, der ja sprichwortlich geworden ist,
aber auch den Beweis, daB es unendlich viele Primzablen gibt, der wohl, wie der
englische Mathematiker Hardy gesagt bat, zu den schonsten Beweisen der Ma-
thematik, neben dem Beweis der Irrationalitat von Wurzel aus 2 gehort. Dieser
Beweis ist ja wohlbekannt, aber ich mochte nur die Formulierung des Satzes brin-
gen: Es gibt mehr Primzahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen. Man

sieht, wie er das Wort unendlich vermeidet, wie dics ja typisch fir die Griechen
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war. In diesem Zusammenhang geben wir gleich die Definition der Zabl im 7.
Buch:

Definition 1: Einbeit ist das, wonach jedes Ding eines genannt wird.
Definition 2: Zahl ist die aus Einheiten zusammengesetzte Menge.

Euklid gibt noch weitere Definitionen. Insgesamt sind es 118 Definitionen. Am
beriihmtesten ist die Definition im 5. Buch, Definition 5, die von Eudoxus berruhrt:
Man sagt, daff Grofen in demselben Verhalinis siehen, die erste zur zweilen wie
die dritte zur vierlen, wenn bes beliebiger Vervielfaltigung die Gleichvielfachen der
ersien und dritien den Gleichviclfachen der zweilem und vierlem gegenuler, paar-
weise enisprechend genommen, entweder zugleich grofer oder zugleich gleich oder
zugleich kleiner sind, also a : b = ¢ : d wenn stets aus ka <> Ib folgt ke <> ld
fir alle natirlichen Zahlen k und ! und umgekehrt. Diese Definition ist modern
gesprochen der Dedekindsche Schnitt und sie ist als eine der groften Leistungen
von Eudoxus zu bezeichnen. Es ist an sich ein Axiom und man nennt es seit Hil-
bert das Vollstandigkeitsaxiom, oder auch Stetigkeitsaxiom. Dabei wird noch ein
weiteres Axiom beniitzt, das bei Euklid nicht explizit aufgeschrieben ist, welches
man das Archimedische Axiom, oder anch das Axiom von Eudoxus nennt. H.
Freudenthal (geb. 1905) sagt: Es ist ja modern, einen Saiz oder ein Aziom m

cine Definition zu stecken. Es ist dies wohl eine Anspielung auf Bourbaki.

Wir wollen nun kurz auf den Inbaltsbegriff bei Euklid eingehen. Er unterschei-
det an sich nicht zwischen einer Strecke und der Lange einer Strecke, zwischen
dem Inbalt eines Rechtecks und dem Rechteck selbst, wie wir das ja auch in der
Schule, jedenfalls in der Unterstufe, zu tun pflegen. Es ist nun sebr bemerkens-
wert, wie er zu dem Flacheninbalt eines Polygons kommt. Er geht nicht von der
Definition - Flacheninbalt eines Rechtecks ist ! - b — welche ja unmittelbar gar
keine geometrische Bedeutung hat, aus, sondern er geht von den Axiomen sus,

modern gesprochen, verlangt Euklid vom Flacheninhalt eines Polygons folgende
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Eigenschaften: Namlich daB kongruente Figuren den gleichen Inhalt haben - das
ist ja das Axiom 7 - und weiters — das ist der Inhalt von Axiom 2 und 3 - da8
der Flacheninbalt eine additive Mengenfunktion ist, d.h. da8 der Flacheninhalt
von zwei Polygonen,(die keine inneren Punktie gemeinsam haben), gleich ist der
Summe der Flacheninhalte. Es ist also J(P+ Q) = J(P) + J(Q),PNQ = 0 Nun
zeigt er — indem er die Polygone in Dreiecke zerlegt und uberhaupt die Figuren
passend zerschneidet oder zusammenklebt — den folgenden Haupteatz: Zu jedem
Polygon gibt es zu gegebener Strecke e ein flichengleiches Rechteck, dessen eine
Seite e ist, sodaB die andere Seite als Ma8 fur die Flache des Polygons dienen
kann. Dann folgt mit Hilfe des Axioms 8 — welches lautet: Das Ganze st grofier
als der Tesl - daraus: Haben zwei Polygone bei Verwandlung in das flachengleiche
Rechteck mit der Basis e die gleiche Lange, so baben sie gleiche Flache. Sind
diese Seiten voneinander verschieden, so haben auch die Polygone verschiedene
Flacheninhalte und zwar hat das eine Polygon den groferen Flacheninhalt als das
andere Polygon, wenn die zugehorige Seite des 1. Polygons grofler als die Seite
des 2. Polygons ist. Diese Definition ist nicht nur praktisch von Bedeutung, son-
dern auch theoretisch. Leider konnen wir auf diesen Punkt nicht weiter eingehen.
An dieser Stelle mochte ich auf meinen Artikel Zur Geschichte des Inkhaltsbegriffes
(Didaktikreihe der OMG, Heft 2, (1-56)(1980)) verweisen.

Folgendes sei noch bemerkt: diese Definition des Inhalts als additive Mengenfunk-
tion ist genau das, was jetzt in der Schule als Mafiraum (abgesehen vom Axiom
7) zur Begrindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung eingefihrt wird. Besonders
wichtig fir die Geschichte der Mathematik ist auch das sechste Buch, wo mit Hilfe
der Ahnlichkeit erst hier der Satz gezeigt wird: Rechtecke mit gleicher Hohe ver-
balten sich wie die Grundlinien. Dies lauft, mit anderen Worten, auf das Studium
der sogenannten Cauchyschen Funktionalgleichung f(z +y) = f(«) + f(y) binaus,
unter der Voraussetzung, daf die Funktion nicht negativ ist. Aus diesen Voraus-

setzungen folgt, daB die Funktion f(2) = c- z eine lineare Funktion ist, und durch
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gweimalige Anwendung dieses Satzes zeigt Euklid den Satz, den maan ja beute in
der Schule als Definjtion beniitzt: Hat man zwei inhaltsgleiche Rechtecke mit den
Langen a und a; und den Breiten b und b,, dann gilt die Proportiona:a, = b; : b
Wir schreiben heute a - 8 = a;, - 8;. Im 11. Buch wird der Flacheninbalt des
Kreises und das Volumen der Pyramide nach der Methode von Eudoxus mit Hilfe
der Exhaustionsmethode (der Name stammt aus dem 17. Jahrhundert) also mit
Hilfe der Infinitesimalrechnung behandelt, also modern gesprochen, mit Hilfe der
Intervallschachtelung.

Man hat oft diskutiert, was das Ziel der Elemente 1st. Man kann wohl mit Recht sa-
gen, daddie Konstruktion der regelmasfigen Polyeder, insbesondere des Ikosaeders,
einer der Hohepunktie des Buches ist. Um die Kanten dieser Polyeder bestimmen
zu konnen, mufl ein umfangreicher geometrisch- algebraischer Apparat entwickelt
werden. Es werden ineinandergeschachtelte Quadratwurzeln bis zur 3. Ordnung
d.h. bis zu den achien Wurzeln diskutiert und klassifiziert. Ein Haupthifsmittel
ist die Formel:

m=\/ﬁ+;/mi\/f—;/m

die auch in der Geschichte der Mathematik eine wichtige Rolle gespielt hat. Mit
diesen Andeutungen will ich mich begniigen. Es ist auch heute noch empfehlens-
wert, Euklid zu lesen. Es gibt eine Ausgabe in deutscher Sprache von Clemens
Thaer, die in der wissenschaftlichen Buchgesellschaft in Darmstadt 1980 neu auf-
gelegt wurde. Selbstverstandlich gibt es sehr viele Ausgaben. Es ist ja dieses
Buch, nach der Bibel, das am meisten verbreitete Werk. Es diente lange Zeit als
Lehrbuch fiir die Schulen. Es wurden im allgemeinen pur die einfachsten Dinge
behandelt, denn das Buch ist, wie der deutsche Mathematiker W. Fraans gesagt
hat, sehr lakonisch geschrieben. Auch dieses grofie scharfsinnige Werk hat vom

modernen Standpunkt aus gesehen noch Unvollkommenheiten. Es fehlen bei ibm
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Axiome uber den lZwischenbegriﬂ', daB ein Punkt auf einer Geraden zwischen zwei
anderen Punkten liegt. Bekanntlich hat der deutsche Mathematiker M. Pasch eine
vollstandige Liste von Axiomen tber den Zwischenbegriff erstellt. Der Mathe-
matiker H. Guggenheimer (Dialectica 31(1977), 187-192) bat aber bemerkt, da8
man die Sache 50 in Ordnung bringen kann: C liegt zwischen A und B, wenn gult
AC + BC = AB. Da8 Euklid zwischen einer Strecke und der Lange einer Strecke
nicht unterscheidet, haben wir ja schon bemerkt, das ist aber von seinem Stand-
punkt aus durchaus korrekt, da ja die Langen ein eigenes Grofensystem bilden,

das gleiche gilt fir die Flichen und Volumina.

Archimedes

Wenden wir uns nun dem Werk des groSten Mathematikers des Altertums, Ar-
chimedes (287-212 v.Chr.) zu. Es ist unméglich, sein Werk im einzelnen zu be-
sprechen, wir képnen nur einige Punkte hervorheben. Zunachst wollen wir seine

Werke aufzahlen.

. Uber Spiralen

b

2. Kugel und Zylinder

e

. Die Quadratur der Parabel

4. Uber Drehparaboloide, Hyperboloide und Ellipsoide (l"Jber Konoide und Spha-

roide)
5. die Sandzahl

Er bat noch weitere Arbeiten verfa8t, die der Mechanik angehoren, z.B.uber
das Gleichgewicht ebener Flachen und iiber schwimmende Korper. Eine Arbeit

beschaftigt sich mit der Kreismessung, eine Schrift, die erst 1906 entdeckt wurde
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heift "Uber die Metbode“" Dicse Schriften haben meistens die Anrede: Archi-
medes gruft den Dositheus. In diesen Werken, die wir jetzt zitiert baben, gibt
er Berecbnungen fiir die Umfaoge von Kurven, fur die Oberfliche von Flaches,
Flacheninhalte und Volumsberechnungen. Die Beweise sind vollkommen exakt,
in euklidischer Manier durchgefubrt, Archimedes hat vielleicht in Alexandria stu-
diert, jedenfalls kennt er noch Schiler von Euklid. Er hat sich allerdings auch oft
uber den Hochmut der Schule von Alexandria lustig gemacht, vor allem daruber,
dafl ihre Professoren sagten, das, was er entdecke, hatten sie schon alles gewuft.
Er bat ihoen manchmal falsche Behauptungen geschickt, um sie irrezufihren. Er
hatte damit auch Erfolg. Er besitzt schon die modernen Methode der Ober- und
Untersumme, wie sie erst von G.Darboux eingefihrt wurden, es war daher eine
umso groBere Uberraschbung, als man 1906 die vorher genannte Schrift entdeckte,
wo er mit unendlich kleinen Grofien operiert. Man kann daher annehmen, da8 er
sich die Resultate, die er in seinen Schriften auf so kunstvolle Weise gefunden hat,
zuerst mit der heuristischen Methode uberlegt hat.

Greifen wir zwei Dinge heraus, die von grundsatzlicher Bedeutung sind:

Zuerst die Sandrechnung, eine Schrift, die meines Erachtens auch fir die Schule

mstruktiv ist. Ich zitiere:

"Etliche glauben, Konig Gelon, da8 die Zahl der Sandkdrner unendlich sei Ich
spreche dabei nicht allein vom Sand in Syrakus und im Gbrigen Sizilien, sondern
auch von dem Sande der ganzen bewohuten und unbewchnten Erde. Andere gibt
es, die zwar nicht der Ansicht sind, da8 die Zahl der Sandkorner unendlich sei,
die aber meinen, da8 es keine so grofie Zahl gebe, die die Zahl der Sandkorner
ibertreffe.“ Die Methode, die er beniitzt ist einfach: er konstruiert der Reihe nach
Potenzen von 108, die grofite Zahl, die er dabei numeriert 1104, wobei 4 = 63

ist. Die Lektire dieser Arbeit ist nicht nur fir die Lehrer, sondern auch fur die

* Eigeatlich: Methode mechanisch berleitbarer Sitze, Erathostenes mitgetailt

S b
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Schiiler sebhr lesenswert und sei daher empfohlen. Bei seinen Untersuchungen fir
die Berechnung von Langen und Flacheninhalten benitzt er einige Postulate, so
in dem Buch "Kugel und Zylinder“ und ich will von den finf Postulaten drei

hervorheben: Archimedes sagt: ”Ich setze voraus®:

1. Von allen Linienstucken, die gleiche Endpunkte haben, ist die gerade Linie die

kiirzeste (also eine geodatische Linie).

2. Die ubrigen Linien aber, die in einer und derselben Ebene liegen und dieselben
Endpunkte haben, sind einander ungleich, wenn sie nach der gleichen Seite konkav
sind und die eine ganz von der anderen und der geraden Verbindungslinie der
Endpunkte umfaBt wird oder teilweise umfafit wird, teilweise mit einer der beiden

Linien identisch ist. Und zwar ist diejenige, welche umfait wird, die kleinere.

Das heifit, kurz gesagt, wenn eine Linie die andere einschlieft und beide Linien
konkav sind, so hat sie die groBere Lange. Wenn diese Linien nicht konkav sind,
so sieht man sofort, daf der Satz falsch ist. Man kann sich auch leicht iberlegen,
obwohl Archimedes keinen Beweis gibt, wie man dies aus dem 1. Postulat herleiten

kann.

Die Postulate 3 und 4 beziehen sich auf Flachen. Jetzt zitieren wir noch das
5. Postulat, das berihmte Archimedespostulat, von dem wir schon bei Eukld

gesprochen haben.

5. Die grofiere von zwei gegebenen Graflen, sei es Linie, Flache oder Karper,
uberragt die kleinere um eine Differenz, die, geniigend oft zu sich selbst addiert,
jede GroBe der gleichen Art ubertrifft. In Formeln: Es sei a > b, dann gibt es fir
jedes c ein n € N so datc < n(a — b) gilt. Ee sei bemerkt, da8 a,b,c 2.B. ganz
beliebige Langen (auch von krummen Kurven) sind, zum Unterschied von Eudo-
xus. Es hat dann a — b eigentlich keinen Sinn. (Auf diese Tatsache hat Hjemslev
aufmerksam gemacht). Unter diesen Voraussetzungen ist ersichbilich, da8, wenn

in einen Kreis ein Vieleck eingeschrieben wird, der Umfang des eingeschriebenen
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Vielecks kleiner ist als die Peripherie des Kreises.” Denn jede der Vielecks sei-
ten ist kleiner als das Stiick der Kreisperipherie, das von ihr abgeschnitten wird”.
Man sieht also, wie Archimedes diese Dinge, die doch so anschaulich sind, genan

formuliert. Gehen wir jetzt gleich zur " Kreismessung“ uber.

Diese Arbeit beginnt mit folgendem Satz: Jeder Kreis ist einem rechtwinkeligen
Dreiecke inhaltsgleich, insofern der Radius gleich der ¢inen den rechten Winkel
einschlieBenden Seiten, der Umfang aber gleich der Basis ist. Was hier bebauptet
wird ist folgendes: Der Flacheninhalt des Kreises vom Radius r ist »?x und der
Umfang ist 2xr. Uber diese Zahl x (die Bezeichnung 7 stammt von Euler) macht
er noch folgende Aussagen: namlich, dafl sie zwischen 22 und 32 liegen mu8.

Historisch sind folgende Dinge zu bemerken:

1. Es ist das Verdienst von Archimedes, gezeigt zu haben, da8 diese Zahl x, die
im Umfang fir den Kreis und fir den Flacheninbalt vorkommt, die gleiche Zahl
ist. Bei den alten indischen Mathematikern findet sich diese Tatsache noch nicht
ausgesprochen. Die Agypter und Babylonier baben fir diese Zahl n verschiedene
Naherungwerte, die alieste dirfte wohl die Naherung » = 3 sein. So findet es
sich auch in der 'Bibel. Bei Euklid ist pur bewiesen, da die Flacheninhalte von
zwei Kreisen mit Radius » und r, sich so verhalten, wie die Quadrate der Ra-
dien. Auch dies ist nicht selbstverstandlich und gilt nur unter der Benitzung des

Parallelenpostulats.

In der nichteuklidischen Geometrie, wo das Parallelenpostulat nicht gilt, gilt fur
den Umfang eines Kreises die Formel 27 sinh r also in Potenzreihen entwickelt
27r(1+ % +--) fir den Flicheninhalt 2r(coshr — 1) = xr2(1 + £ + —---). Auf
der Sphare mit Radius 1 gelten dieselben Formeln, nur sind die hyperbolischen

Funktionen durch die gewohnlichen trigonometrischen Funktionen zu ersetzen.

Legt man auf einer Fliche um einen festen Punkt P einen Kreis mit dem Radius

r, so gilt fiir den Umfang dieses Kreises, wenn man ihn abmift, die Formel 2x#(1 -
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K(E)® 4 ). So kann man in jedem Punkt P auf einer Fliche messen, wie stark
die Umgebung dieses Punkies von der euklidischen Geometrie abweicht und das
Ma8, gegeben durch K(P), heift die Krimmung der Flache in diesem Punkt.* Im
nichteuklidischen Fall ist also K = —1 (die Krummung ist negativ; auf der Sphare
ist K positiv). Genau dasselbe kann man im Raum machen, in dem auch die

Krimmung in einem Punkt ein MafBstab ist, wie weit die Oberflache einer Kugel

vom archimedischen Wert 4xr2 bzw. das Volumen vom Wert "3" abweicht. Sie
bemerken, da8 man die Formel fur die Oberflache durch Differentiation aus der
Volumsformel erhalten kann. Das gilt auch fir den vierdimensionalen Fall, aber

als Faktor tritt hier nicht mehr r auf, sondern -‘5;-

Diese Eigenschaft der Krimmung spielt ja in der allgemeinen Relativitatstheorie
von Einstein eine grofie Rolle und schon Riemann bat vermutet, dafi die Schwer-
kraft die Geometrie in einem Punkt des Weltalls verandert. Geben wir noch einen
Beweis fur diesen Zusammenhang von Umfang und Flache beim Kreis, wie dies
Kepler in seinem Buch uber das Volumen der Fasser dargestellt hat und auch Ar-
chimedes sich vorgestellt hat. Teilen wir den Kreis in unendlich schmale Dreiecke,
deren Basen auf dem Kreis liegen und deren Spitze der Mittelpunkt ist. Reihen
wir die Dreiecke auf einer Linie: Jedes Dreieck bat die Hohe r und die Grundlinien

der Dreiecke aneinandergereibt haben die Lange des Umfanges 2xr, also ist die

Gesamtflache des Kreises -;- c27xr2 = x93,

Die Naherungswerte fir x, die Archimedes angibt, sind sehr genau, man vermutet,

daB er sie nicht auf dem Weg gefunden hat, den er in seiner Arbeit angegeben hat,

* Fe¢ sei A ein (geoditisches) Dreieck mit den Winkeln a, 3,7 und F(A) der
Flacheninhalt dann ist im Limes

. a+f+y—x
K(P) = Jim, —F A

Auf der Sphire (RadiusR) K = %} ist F(A) = (a + B+ v~ x)R? (Th. Hurriot 1603).
Ein analoger Sats gilt fir K = Z}.
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sondern da8 er Naherungsbriche der regelmaBigen Kettenbruchentwicklung von
x beniitzt hat. Dieser lautet: (Man kennt bis heute nicht alle Glieder dieses
Kettenbruches [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,--]). Ein nicht regelmaSiger
Kettenbruch wurde von Lord Brounker (1620-1684) mit Hilfe des Produktes von

Wallis fiir
e tet F}J;J .
4~ D+[24R2+ R+

aufgestellt (bewiesen von Euler). Eine erste Produktdarstellung von x wurde von
Vieta aufgestellt, die schonste Reibe, auch bis beute, ist die Reihe von Leibnis
fir £ =1-3+ i - 1 +1.... Leibniz sagt voll Stolz: "Gott freut sich an
den ungeraden Zahlen“. « ist auch heute noch eine sehr geheimnisvolle Zabl,
man hat erst vor einigen Monaten ihre Dezimalentwicklung durch Verwendung der
modernsten Compu‘ér auf zwanzig bis dreiiig Millionen vorangetrieben, man hat
aber bis heute keine GesetzmaBigkeit entdeckt. Die Computerfachleute glaubten
eine Bevorzugung der Zahl 7 gefunden zu baben, dies hat sich aber bei weiterer

Berechnung als Schein erwiesen und die Vermutung bestebt, dadalle Ziffern von 1
bis 9 in der Dezimalbruchentwicklung mit gleicher Haufigkeit vorkommen.
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Von Apollonius bis 1000 n. Chr.

Ein Zeitgenosse von Archimedes ist Apollonius von Perge (262-ca.190 v.Chr.).
Apollonius ist in emner kleinen Stadt Perge an der Sidkiiste Kleinasiens geboren.
Es ist iberhaupt bemerkenswert, dal die meisten Mathematiker, von Archimedes
abgesehen, in Kleinasicn und Agypten gewirkt haben. Es scheint mir als bedeu-
tungsvolle Tatsache, daB die Mathematik nicht nour in Kleinasien und Agypten
entstanden ist, sondern dort auch die grofite Forderung in der Antike erhalten

hat. Dies gilt vor allem fir das damalige Zentrum der Wissenschaft, Alexandria.

Apollonius bat hauptsachlich in Alexandria, gewirkt. Sein Hauptwerk sind die
Conica - das bedeutet Schnitte. Das Werk umfaBt acht Biicher, von denen aller-
dings das achte verloren ist. Es ist den Kegelschnitten gewidmet: Parabel, Ellipse
und Hyperbel, wobei Apollonius die Scheitelgleichung y? = 2pz + §z? dieser Ke-
gelschnitte zugrundelegt, also die flichenmaBige Deutung dieser Kurven in den
Vordergrund stellt. Archimedes dagegen benutzt die Achsengleichung von Ellipse
und Hyperbel und zwar in Form von Proportionen. Apollonius studiert unter an-
derem die Asymptoten der Hyperbel, Pol und Polare, die Brennpunkte und auch
die projektive Erzevgung der Kegelschnitte. Wie man iberhaupt annimmt, dafl er
in die projcktive Geometrie der Kegelschnitte schon weit vorgedrungen ist. Leider

15t das achte Buch nicht erhalten.

Die Theorie der Kegelschniite ist fiir den Mathematiker ein Beispiel der Harmo-
nie, die zwischen Mathematik und Physik herrscht, denn erst unter Kepler haben
die Kegelschnitte ibre schonste Anwendung auf die Thearie der Planetenbahnen

gefunden.

Apocllonius hat seine Biicher dem damaligen Konig von Pergamon gewidmet, ob-
wohl er in Alexandria gewirkt hat. Er soll deshalb in Alexandria in Ungnade

gefallen sein.
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Nicht pur die Kegelschnitte wurden in Alexandria studiert, sondern auch die Tr-
gonometrie. Berihmt sind die trigonometrischen Tafeln von Ptolemaus (85 - 165
n. Chr). Er ist in Agypten geboren und zwar in einer Stadt mit dem Namen Pto-
lemiius Hermaiu, also in einer Stadt, die nach dem Herrschergeschlecht benannt
war (ein Beispiel aus der neveren Zeit ware Petersburg). Er war der Leiter der
Sternwarte in Alexandria. Seine trigonometrischen Tafeln wurden jetzt wieder
peu aufgelegt. Berihmt ist seine grofe Zusammenfassung, die ublicherweise mit
dem arabischen Titel Almagest (die groBie) zitiert wurd. Das Werk umfa8t sechs
Biicher.

Ganz aus der Art fallt dann das Werk von Diophant von Alexandria. Er war wahr-
scheinlich ein Phonizier, oder ein Agypter. Er wirkte ungefahr um 250 n. Chr.
Sein Werk, die ” Arithmetica®, umfat dreizehn Biicher, davon sind sechs Bucher
erhalten und befinden sich in der Bibliothek des Vatikans, vier weitere Bucher
wurden vor kurzem in arabischer Ubersetzung in einer Moschee gefunden. Man
denkt bei dem Namen Diophant an die diopbantischen Gleichungen, also an die
unbestimmten Gleichungen, dies ist aber nur zum Teil richtig. Es bandelt sich bei
seinem Werk um Algebra. Es ist wohl zu vermuten, da8 die Algebra, wie sie in
Babylon und in Agypten zu finden war, weiterhin tradiert wurde, auch in der grie-
chischen Zeit, aber dariiber wissen wir eigentlich nichts Genaues. Das Werk von
Diopbant taucht plotzlich auf, ohne dabirgendwelche unmittelbaren Vorganger an-
gegeben werden konnten. Es werden nicht nur quadratische Gleichungen, sondern

auch Gleichungen hoheren Grades behandelt. Es finden sich hier die Regeln:
tx+=+ +xX-=- -—-Xt=-, —x-=+

Man darf aber daraus nicht schlieBen, daB Diophant negative Zahlen (er nennt
sie absurd) beniitzt bhat, sondern es sind einfach Klammerregeln, die er aus der
allgemeinen Formel (a —b)(c — d) = ac— bc—ad +bd herausliest. Seine Gleichungen

sind nicht mehr in Form von Propositionen hingeschrieben, wir finden Gleicbun-




- 107 -

Apollonius,...

gen bis zum 6. Grad, Gleichungen, die sich in den meisten Fallen auf quadratische
Gleichungen reduzieren lassen. Die hoberen Potenzen tragen die enisprechenden
Namen. Die Unbekannten, die man heute nach Descartes mit z,y, z bezeiéhnet,
bezeichnet Diopbant mit einem Symbol, das man als s lesen kann. Zu den Diophan-
tischen Gleichungen (unbestunmte Gleichungen) iibergehend sind sie geometrisch
gesehen Kurv;n oder Flachen 2. oder 3. Ordnung bzw. quadratische Formen in
mehreren Unbekannten. Gesucht werden immer Lésungen dieser Gleichungen in
rationalen (nicht, wie oft angenommen wird, in ganzen) Zahlen. Die Methode, die
er benutzt, um rationalé Losungen von kubischen Kurven zu erhalten, 18t noch
heute eine fundamentale Methode. Hat man zwei rationale Punkte (Punkte mit
rationalen Koordinaten), so verbindet man diese beiden Punkte durch eine Gerade,
dann muf der 3. Schnittpunkt (wenn die Koeffizienten der Kurve ganze Zahlen
sind) patirlich wieder ein rationaler Punkt sein. Dies gilt auch dann, wepn die
beiden gegebenen rationalen Punkte zusammenfallen. Dann ist die Gerade einfach
die Tangente. Man nennt diesen Proze8 den Sehnen- Tangentenproze und man
kann auf diese Art unendlich viele rationale Punkte erbalten. Diophant selbst gibt
diese geometrische Einkleidung allerdings vicht. Es sei gleich noch bemerkt, daf
wir seit zwei Jahren durch den Satz von Faltings wissen, daB es auf Kurven vom
héberem als 3. Grad, wenn sie sich nicht auf kubische Kurven, auf Kegelschnitte
oder Gerade zuriickfihren lassen, nur hochstens endlich viele rationale Punkte

liegen konnen.

Er betrachtet auch Kurven von der Gestalt f(z) — y.p = 0 wo f(z) ein Polynom
ist. Z.B. f(z) = 2® — a, modern gesprochen z? kongruent a modulo p, allgemein
f(2) = Omodp. Man nennt heute die Menge der Primzahlen p, fir die eine Zerle-
gung von Lincarfaktoren (z — a;) - (2 — a,)modp moglich ist, das Spektrum des
Polynoms f(z). LaBt sich dieses Spekirum, das im allgemeinen eine unendliche
Menge von Zahlen ist, durch eine endliche Menge von Kongruenzen beschreiben,

su sagt man, es liegt ein Reziprozitatsgesetz vor. Das bekannteste Beispiel aus
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der elementaren Zahlentheorie ist das quadratische Reziprozitategesets, welches
aussagt, da8 die Zerfallung modulo p pur davon abbangt, in weicher Restkiasse p
modulo 4a liegt. Dieses Gesetz wurde von Euler vermutet, von Legendre bebandelt
und von GauB bewiesen. Man weil heute durch E. Artin, da8 dieses Spektrum
sich gena;l dann durch Kongruenzen beschreiben 1a8t, wenn die Galois-Gruppe des
Polynoms abelsch ist (Artinsches Reziprozitatsgesets). *

Mit Pappus (um 320 n. Chr.) beginnt die Silberne Ara der Mathematik in Alexan-
dria. Es gibt Satze, die nach Pappus benannt sind, vor allem in den Grundlagen
der Geometrie. Der Satz von Pappus ist ein Spezialfall des Satzes von Pascal,
wenn die Kurve 2. Ordnung in zwei Gerade ausartet. Pappus durfle mit dem
Mathematiker Theon von Alexandria zusammengearbeitet haben, dessen Tochter
Hypathia (370-415) durch bedeutende Werke (Kommentare zu Ptolemaus, Apol
lonius und Diophant) hervorgetreten ist, die uns zwar nicht explizit erhalten sind,

die aber in den Werken des 12. und 13. Jahrhunderts aufgegangen sind.

Die Schule von Alexandria verliert nach der Grindung von Bagdad (645) an Be-
deutung. Die Araber bringen die kulturellen Schatze aus Alexandria nach Bagdad.
Vor allem Kalif Mansur und der aus den Marchen aus 1001 Nacht bekannte Kakif
Harun al Rashid (760-809) sammelte systematisch die wissenschaftlichen Werke
der Griechen. Sie werden auch ins Arabische iibersetzt und in Bagdad bildet sich
eine mathematische Schule, die hauptsichlich von Persern, Syrern und Usbeken
geiragen wird. Es besteht ein enger wissenschaftlicher Kontakt mit Indien und
China durch die Karawanenzige, die hin und her reisten und die die indischen

Ziffern nach dem Westen brachten.

Unter den damaligen Mathematikern, die in Indien, China und Arabien wirkten,
hebe ich nur einen Mann hervor und zwar Al Chorizmi (787-850), der das erste

Lebrbuch der Algebra geschrieben bat, der Name Al Chorizmi bedeutet “(Der Sobn

* vgl. B.F.Wyman, Amer. Monthly 79(1972), 571-586
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des) Mannes aus Chorizm”. Diese Provinz gehort heute zur UdSSR und sie heifit
auch heute noch so, und die Stadt, in der er geboren wurde, hiefl damals so wie die
Provinz. Heute heift sie Chiva und gehort zu Usbekistan. Zu Ehren Al Chorizmis
wurde im September 1983 in Chiva ein groBies Fest gefeiert. Ich verdanke diese
Information Herrn Prof. Zemanek. Das Lehrbuch hat einen langen Titel, ich hebe
pur ein Wort bervor, Algebra, das bedeutet die folgende Umformung: Zu einer
Gleichung a = b wird eine Zahl ¢ addiert, die entgegengesetzte Operation kommt
ebenfalls im Titel vor. Man vergleiche dazu die Axiome 2 und 3 bei Eukhd.
Man konnte es “Das Buch iber Umformungen” nepnen. FEin solches Textbuch
war durch die komplizierte islamische Rechtslage bei Erbteilungen erforderlich,
besonders, wenn der Verstorbene vier Frauen und zugehdrige Kinder hatte, vor
allem, wenn die Frauen aus unterschiedlichen Gesellschaftschichten kamen. Als
Beispiele fihren wir an: die ehrwiirdige Gleichung, (deshalb ehrwiirdig, weil heute
noch Lebrbiicher diese Aufgabe behandeln) z? + 10z = 39; diese Gleichung hat
ja zwei Losungen, es wurde im allgemeinen nur die positive Losung gerechnet.
Eine andere Gleichung: 50 + z* = 29 + 10z. Wird zunachst von beiden Seiten
29 abgezogen, so erhilt man 21 + z? = 10z. In einem anderen Buch bebandelt
er die indisch-arabischen Zahlen. Das Werk {and weile Verbreitung und machte
den Namen des Verfassers im Mittelalter sprichwartlich. Wenn wir heute von
Algorithmen sprechen, sollten wir an Al Chorizmi denken, der in seinen Bichern

Rechenverfahren entwickelt hat.

Langsam setzen sich auch die negativen Zahlen, die aus Indien kommen, durch,
auch bei den linearen Gleichungen. Sie werden als Schulden interpretiert, es findet
sich aber auch eine Gleichung z + 1 = z. Hier wird als Losung % angegeben, das
Wort unnendlich wird vermieden. Umformen von Gleichungen galt noch lange als

Kunst. Es nennt auch Cardano sein Buch uber Algebra (1545) - Ars magnpa.
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Mittelalter, Renaissance, Barock, Aufklarung

Wenn- wir von der hohen Entwicklung der Mathematik in Asien gesprochen baben,
so gilt dies nicht fir Europa. Fur Spanien, das unter arabischer Herrachaft ist,
trifft es zwar auch zu, aber nicht fur die ubrigen Teile Europas, da die Romer zur
Forderung der Mathematik tiberhaupt pichts beigetragen baben, auch bei der ju-
lianischen Kalenderreform muBten sie Gelebrte aus Alexandria bolen, ja sogar des
Satz, dafl die Winkelsumme im Dreieck 180° betragt, gebt verloren. Schon unter
Karl dem Grofien (724-814) wurde erkannt, da8 diese Situation des niedrigen Kul-
turstandes im Vergleich zu Byzanz und zu den arsbischen Lindern nicht weiter
aufrecht erhalten werden konnte. Allerdings war das gerettete Kulturgut in den
Klostern Europas zu gering, um eine entscheidende Wende berbeizufubren. Die
ersten Versuche wurden vom Berater Karls des Grofien - Alcuin (er kam aus York,
etwa 730-804) durchgefibrt. Er verfafite eine Aufgabensammlung zur "Scharfung
des Geistes“ von 56 Aufgaben (53 davon mit Lasungen versehen). eine neue Aus-
gabe dieser Sammlung wurde von M. Folkerts herausgegeben (Denkschriften der
Osterreichischen Akndemie der Wissenschaften S 15-80 (1978)). Gerbert von Au-
rillac (940 - 1003) (seit 999 Papst Sylvester II) und spater Albertus Magnus (1193
- 1280 n .Chr.)batten schon die Idee einer Enzyklopadie des Wissens, in der auch
die Mathematik einen der Bedeutung des Faches entsprechenden Platz hatte.

Der Neubeginn setzt nach der Eroberung von Toledo in Spanien 1085 ein. Scha-
ren von Ubersetzern eilten nach Toledo, um Maouskripte, wie den Almagest von
Ptoleméaus aus dem Arabischen, (bzw. Hebraischen oder aus der castilischen
Sprache) zu iibersetzen. Gleichzeitig entwickelt sich ein Neubeginn in Sizilien und
es gelingt, auch von Konstantinopel Manuskripte griechischer Mathematiker 2u
erbalten. Auch die indisch-arabischen Zahlen werden im Abendland bekannt, sie
~sctzen sich pur langsam gegeniiber den rémischen Za‘hlen durch, da das Rechuoen

mit dem Abakus, dem antiken Rechenbrett,rascher erfolgt. Die Algebra und ibre
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Symbolik wird durch Leonardo von Pisa (1180 - 1250) in Italien bekannt. Er (auch

Fibonacci genannt) ist von Beruf Kaufmann.

In Norditalien entwickeln Kaufleute verschiedene Metboden, um dieses Rechnen
im Handel einfacher zu gestalten, denn es licgt im Wesen des Handels, moglichst
viele Dinge zu normieren und Abkirzungen zu verwenden. Es entwickeln sich auch
in Norditalien die Zeichen fiir + und —. Die Kaufleute verwenden die Zeichen nicht
nur, sondern sie unterrichten auch ihre Lehrlinge in dem Fach des kaufmAnnischen
Rechnens mit diesen neven Symbolen. Prof. Zemanek nennt diese Periode in der
Mathematik die synkopische Ara (Synkope griech. Abhauen). Die arabische Alge-
bra wird weiterentwickelt. Daneben ist aber die Zahlenmystik in hohem Schwung.
Man denke nur an die Zahl 13 oder an die bose 7. Dies stebt natiirlich alles in
Zusammenhang mit der Astrologie, die ja schon im alten Babylon eifrig gepflegt
wurde. Das hat auch bewirkt, daB die Mathematik lange Zeit als mit dem Teufel
im Bunde stehende Wissenschaft angesehen wurde, im Gegensatz zur Zeit Platons,
in der die Mathematik als gottliche Wissenschaft galt. Es ist ja bekannt, da8 noch
Kepler Horoskope erstellt hat. Berihmt ist sein Horoskop fur Wallenstein. Er hat
auch gesagt, die Einkiinfte fir die Mathematiker sind so selten und so gering, daﬁ
die Mutter — gemeint ist die Mathematik — wohl des Hungers sterben musse, wenn
sie nicht die Tochter, die Astrologie, erndhren wirde. Es ist aber andererseits
interessant, wie begeistert das Rechnen mit Symboles, also die Algebra von den
Gelehrten aufgenommen wurde. Raimundus Lullus (1234-1315) bat bereits daran
gedacht, die Symbolik so auszubauen, dafl die Logik einbezogen werden kann und
die s0 entstehende Sprache dazu beniitzt werden kann, Unglaubige zu bekebren
und er hat schon an eine Maschine gedacht, die dies alles verwirklichen kann, also

an einen Computer. Diese Idee von Lullus bat noch Leiboiz und Godel beeinflufit.

Eine entscheidende Wendung in der Mathematik tritt durch Nikolaus von Oresme

(1323-1382) ein. Man findet bei ihm einen Funktionsbegriff. Er beschaftigt sich mit
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dem Unendlichen und zeigt die Divergenz der harmonischen Reihe. Die Funktionen

werden graphisch in einem Koordinatensystem dargestelit.

Die Mathematiker in Wien schlieBen sich in diesem Jahrbundert eng an Oresme
an, dies gilt auch fir die Biirgerschule bei St. Stephan, die ranghdochste Schule
in Wien. Sie war neben dem Churhaus (heute ist hier die Filiale einer Bank),
nahe dem Stock im Eisen-Plats. Die Schiller konnten das Ewige Licht auf den
Friedhof um die Magdalenenkirche sehen. Es gab zwei Kurse: der untere Kurs,
wo nur einfachste Rechnungen gelehrt wurden. Dann gab es noch einen Kurs, der
fir die damalige Zeit etwas hohere Sachen behandelte. Auch pach der Grundung
der Wiener Universitat 1365 wurde in dieser Tradition fortgefahren und daruber
hinaus das Werk von Oresme weitergefibrt. Das ergab sich schon daraus, dafl die
Universitat zunachst in der Biirgerschule bei St. Stephan untergebracht war und

erst spater Horsale in der Umgebung der Backerstrafie belam.

Im 15. Jahrhundert hebt sich das wissenschaftliche Niveau entschieden. Zuneh-
mend wird Euklid studiert und in den Kommentaren weiterentwickelt. Besonders
intensiv wird weiterhin die Trigonometrie betrieben. Ich nenne nur Peuerbach
(1423 ~ 1461) und Regiomontanus (1436 — 1476). Die Algebra, damals CofB (die

Sache italienisch war die Unbekannte) genannt, wird weiterentwickelt.

Ich penne hier nur die Namen Rudolff (1500 —1545) und Schreiber (Grammateus)
(1496 — 1525). Es entwickelt sich ab 1480 langsam der Beruf eines Mathematikers,
entweder als Hofmathematiker, als Schulmeister an Schulen oder als Professor an
Hochschulen, bzw. als Rechenmeister (Cossist) und Lebrer an Rechenschbulen. Der
bedeutendste unter ihnen war wohl M. Stifel (1487 — 1567). Diese Cossisten waren
stolz darauf, Wurzel ziehen zu konnen, bis zur 8. Ordoung und dariiber hinaus,

das zeigie sich auch in folgenden Aufgaben:

Ein Bauer verkauft 5 Sicke Weizen zum Preis von V5 + 3 Taler, wie groB ist sein

Erlos, wenn er statt 5 Sacken 3V/5 Sicke verkauft. Auch heute, im Zeitalter des
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Computers‘ wurde man solche Aufgaben als merkwurdig und abstrus empfinden,
denn auch heute ist es nicht ublich, Preise in Wurzeln anzugeben. (Diese Infor-
mation verdanke ich Herrn Prof. Kaunzper aus Regensburg, der zu den grofien
Fachleuten auf dem Gebiete der mittelalterlichen Mathematik gebort. Das obige
Beispiel ist nicbt historisch, aber analoge Beispiele kommen wirklich vor. Histo-
risch ist folgendes Beispiel: Ea knuft jemand um 1+ v'2 Gulden 3+ v/2 Ellen Stoff
(bei Rudolff). Zunehmend wird mit der Feder auf der Linie gerechnet. (Aus dem
Wurzelpunkt . wird das Wurzelzeichen /)

Von den Rechenmeistern ist der bekannteste wobhl Adam Ries (1492 — 1559).
Angewendet wurde die Mathematik zur Berechnung von Kalendern und in der
FeldmeSkunst (auch in der Befestigungslehre).

Den Mathematikern Fontana Tartaglia (1500-1557) und del Ferro (1465-1525)
gelingt ein ungebeurer Fortschritt uber das Altertum binaus. Es gelingt ibnen
namlich die Auflosung der Gleichung 3.Grades, die Cardano (1501-1576) in sei-
nem Buch "Ars Magna” veroffentlicht bat, obwohl er Tartaglia geschworen hatte,

sie geheim zu halten, und so heift sie jetzt Cardanische Formel.

Die Idee bestebt im folgenden:

Es wird die Formel benitzt (a + 3)® — ((a® + b + 3ab)(a + b)) = 0. Sie wird auf die
Formel 2% — pz — ¢ = 0 angewendet, indem gesetzt wird p = 3ab,¢ = a® + b3,z =
a+ b und man erbalt sofort die folgende Formel aus: a3 + b° = g, a%% = (2°) fir

die drei Nullstellen oy, a3, a;;
day =u+v,day = Cu+(v,3a3 = Cv+ (v
27 3 27 3
u=q -2—q+ -2-\/«-30,0‘-:: \a/-i-q— -2-\/—3D

D =4p® - 21", { = -3 + V-3

Es ist fraglich, ob die Mathematiker des Altertums diese Formel wirklich so ge-
schatzt hatten, denn Cardano entdeckte die Tataache, dafi, im Falle von drei reellen
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Losungen die Diskriminante D positiv ist, d.h. die Losungen erscheinen in kom-
plexer Form. (Casus irreducibilis) und komplexe Zablen gab es ja im Altertum

nicht.

Will man also solche Gleichungen losen, so mu man trigonometrische Ansatze
machen. Die Aufidsung der Gleichung 4. Grades gelingt erst Ferrari (1522-1565)
— einem Schiiler Cardanos - der folgenden Ansatz macht: z* +pz? + gz +» =
(22 +az+b)(z® + cz+d). Man erhalt dann vier Gleichungen in a,b, ¢, d. Eliminiert
man diese Gleichungen der Reibe nach, so erhalt man z.B.fir c eine Gleichung
6. Grades, die man sofort auf eine Gleichung 3. Grades fur ¢? reduzieren kaan
(kubische Resolvente) und die kann man dann mit Hilfe der Cardanischen Formel
Josen. Man hat gehofft, noch Euler hat daran geglaubt, diesen Weg fortsetzen zu
konnen und auch Gleichungen 5. Grades auf diesem Weg losen zu konnen. Wie
allgemein bekannt, ist dies nicht mehr mdglich und wir werden noch darauf zv

sprechen kommen.

Obwoh) die Cof sich sehr entwickelt, entsteht eine ganz neue Richtung, die diese
Errungenschaften in den Schatten stellt — vor allem in Westeuropa, zunachst ge-
tragen von Stevin (1548 — 1620), der vorschligt, die Briiche durch Dezimalzahlen
zu ersetzen und unendliche Dezimalzahlen einfuhrt und damit implizit der Menge

der reellen Zahlen zur Existenz verhilft.

Vieta (1540 — 1603) schafft pun — von den Cossisten ertraumt ~ die mathematische
Zeichensprache. Obwzohl seine Schreibweise noch schwerfallig ist und bald durch
eine viel bessere Symbolik abgelost wird, ist seine Methode bahnbrechend. Von Be-
ruf ist er Jurist, er ist ein hochangesehener Anwalt der Hugenotten. Selbst Katho-
Lk, wird er Ratgeber”der franzosischen Konige, vor allem wegen seiner Kenntnisse
der Geheimschriften. Sein Werk auf dem Gebiet der Trigonometrie ist ebenfalls
von grofier Bedeutung. Er stellt als erster eine Produktdarstellung fir die Zabl x

auf, und zwar unter der Beniitzung der Formeln sina = 2sin § - cos § indem er
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diese Formel iteriert

dann mit n — oo gebt: sina = a []he, cos(a2”*) und o = J setzt. Dabei benutzt

er die Rekursionsformel

a /1 1 a
cos?.-= -2-+ic°82""'1 (k=1,2,3'...)

Bekannt ist der Vietasche Wurzelsatz. Sind a; - - - an die Nullstellen des Polynoms

z" + a,2" ! + .-+ + op 80 bestehen dic Relationen —a, = oy + -+ + an,82 =
a1.a + -+ Qno1.0n,c 0 = Tajazcccan. Er hat auch eine Abbandlung
geschrieben, die den Namen ”Zetetica” fubrt (man wiirde heute Analysis sagen),
in der sich eine Rechnung mit rechiwinkeligen Dreiecken findet. Basis ist die

Lagrangesche Identitat, die schon aus dem Altertum bekannt war.
(a2 + b2)(a2 + b3) = (@102 — Bib2)” + (azby + arbo)’

Man kann sie als ein Rechnen mit komplexen Zahlen bezeichnen.
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16. und 17. Jahrhundert

" Gleichzeitig entwickelt sich das Rechnen mit den Logarithmen. Spuren finden sich
schon bei Euklid und Archimedes. Entwickelt wurden sie von Birgi (1552 — 1632),
der trotz  Aufforderung von Kepler (1571 — 1630) zu langsam war, soda8 die Prio-
ritit Neper (1550-1617),einem schottischen Landedelmann sukommt. Logarithmen,
die bier berechnet werden, sind die natirlichen Logarithmen zur Basis e. Erst auf
Vorschlag von Briggs (1561 — 1631) wird alles auf die Zebnerlogarithmen umge-
rechnet. Die Ideen, die bei der Erfindung des Logarithmus (Der Name bedeutet
Verhaltiniszabl) entwickelt wurden -~ es bandelt sich um die Losung der Funktio-
nalgleichung f(zy) = f(=) + /(y) — waren dann von ungeheurer Bedeutung.

Es wird implizit benitzt, daf die Ableitung von oz gleich 1 ist. Neper deutet
dies auch geometrisch-physikalisch. Weiters findet sich sowohl bei Birgi, wie bei

Neper und Kepler die Formel:
Ina= lim n({/a-1)

Sie benutzen sie zur Berechnung der Logarithmen, indem bei ibnen n die Folge

8er Potenzen von 2 durchlauft: n = 2™.

Gregorius von San Vicentio (1684—1667) deutet diese Formel als den Flacheninhalt
unterhalb der Hyperbel y = i- also als
d
L
Die Zahl 2z, fiir die dieses Integral 1 ist, wird dann spater von Euler mit e bezeich-
net, gemeinsam mit O, 1 und x sind das dic wichtigsten Zahlen der Mathematik.
Man nennt diese Zahlen heute gerne die Stare der Mathematik. Gregoriue bat

auch den Namen Exbaustionsmethode fir die Methode des Eudoxus eingefubrt.

Kepler war nicht nur Astronom, sondern auch Mathematiker von hohem Grade.

Er erkannte nicht nur die Bedeutung der Kegelschnitte, er ist auch Vorlaufer auf
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dem Gebiete der Differential- und Integralrechnung. Besonders wichtig ist fur uns
sein Buch iiber die Messung von Fassern Siereometria Doliorum, das er in Linz
1615 geschrieben hat. Er sagt selbst in der Einleitung: Bei seiner zweiten Hochzeit
(im Herbst 1613) wurde ihm zu billigem Preis Wein in Fassern angeboten und er

war sehr erstaunt, wie der Inbalt der Fasser gemessen wurde.

Er hat sich in dieser grofen Abhandlung iberlegt, wie man das Volumen von
Fassern messen konnte, wie man das mit drei einfachen Messungen bestimmen
kann, und so entdeckte er die berihmte FaSregel. Er berechnet in seinem Werk
die Volumina von Zitronen usw. Er beruft sich auf Archimedes, benitzt aber
unendlich kleine GréBSen. Der Herausgeber Guldin (1577 - 1643) bemerkt dazu
in eiper FuBnote, da8 er mehr in Archimedes hineingelesen als herausgelesen hat.
Und trotzdem ist Kepler Archimedes hinter die Schliche gekommen, denn seit 1906
wissen wir ja, daB Archimedes auch mit unendlich kleinen Grofien gearbeitet hat
und erst nachher alles in eine exakte Form gebracht hat. Kepler hat in Prag auch
eine sehr schone Arbeit iiber Schneekristalle geschrieben. Man kann das als eine
Arbeit iber die dichteste Lage von konvexen Figuren in der Ebene und im Raum
betrachten. Die Lektiire kann nur warmstens empfohlen werden. Der Titel lautet:
"Gtrena Seu de Nive Sexangula“ (Neujahrsgabe(n) oder vom sechseckigen Schnee
(1611).

Kepler hat Integrale foaaim? = 1 — cosa berechnet. Elliptische Integrale nur
numerisch U(Ellipse) ~ (a + b)r. Volumsberechnungen finden sich ausfihrlich
bei Cavalieri (1598 — 1647) (Schiler von Galilei (1564 - 1647). (In der Schule ist
das Cavalierische Prinzip ja bekannt). Er berechnet das Integral f: z'dz bis zur

peunten Potenz. Cavalieri kennt die Formel

b b b
[ U@ otz = [ 1@z [ oteae
Es gelingt ihm aber nicht, die allgemeine Formel

b {41 I+1
bitt — gl
1
dz = ———— (=1 3, ..
//az z I+1 ( ’2” )
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die er vermutet, zu beweisen.

Dies gelingt Fermat (1601 — 1665), Jurist in Toulouse. Es gelingt ibm, indem
er von dem Verfahren abgeht das bis zu diesem Zeitpunkt tblich war, pamlich
das Intervall (a - }) in gleich lange Teile zu teilen, er legt eine andere Einteilung
zugrunde. Er teilt z.B. das Intervall (1, a) in die Teile

(a*,ak'?),(kzo,l,...,n«- 1)

Es wird

. n-t
/1 -‘-? = ﬂll%’gaT(a'%l -at) = nlin:on(a* -1)
Auch die Vermutung von Cavalieri laBt sich bei dieser Fermatschen Einteilung
leicht zeigen. Es gelingt ihm auch, den Fall k = —1, also den Logarithmus, hier
einzuordnen. Fermat entwickelt unabhangig von Descartes (1596 —1650) die analy-
tische Geometrie, die jedem Punkt in der Ebene ein Zahlenpaar und jeder Geraden
drei Zablen zuordnet, bei denen es aber auf einen gemeinsamen Fakior nicht an-

kommt. Fermat dringt bereits in die Differentialrechung erstaunlich weit vor, man

denke pur an das Fermatsche Prinzip der Lichtfortpflanzung.

Er schliefit direkt an Diopbant bei der Losung von diophantischen Gleichungen an.
Bis heute beschaftigt man sich mit der Fermatschen Vermutung. Eine Frucht dieser
Bemiihungen ist die algebraische Zahlentheorie. Es seien nur folgende Mathema-
tiker genannt, die sich um dieses Gebiet verdient gemacht haben: Gauf, Dirichlet,
Kummer, Dedekind, Kronecker, Hilbert, Ph. Furtwangler (1869 — 1940), Takagi,
E. Artin, H. Hasse, Olga Taussky (geb. 1906). Es bandelt sich um folgendes
Problem: Die Gleichung

zﬂ+yﬂ=z

ist fir n > 3, von den trivialen Losungen abgesehen, in ganzen Zahlen nicht
losbar. Man kann sich auf den Fall, daB n eine Primzabl ist, beschranken. Man

unterscheidet zwei Falle:
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Wir wissen nach dem Resultat vou Faltings, da8 diese Gleichung hochstens endlich
viele Losung haben kasnn und nach Fauvry, da8 es unendlich vicle Primzahlen gibt,
fur die der erste Fall nicht losbar ist. Fermat entwickelt weiter cine Wabrschein-
Lcbkeitsrechnung unabbéngig und geineinsam mit Puscal (1623 — 1662). Aus der
Fulle seiner ~ Pascals — Resultate scien nur erwabnt: Die erste funktionierende
Rechenmaschine. (Ob er von der Rechenmaschine von Schickard (1592 - 1635)
gewuBt hat, muB offen bleiben.) Pascal hat ferner schou das unendlich kleine Drei-
eck, von dem dann Leibniz bei der Entwicklung der Differentialrechnung ausgeht,
das aber erst von seinem Bruder publiziert wurde. Er formuliert als Erster das

Gesetz der vollstandigen Induktion. Bekannt ist das Pascalsche Dreieck.

Es sollte jetzt noch etwas iiber Descartes (Cartesius) gesagt werden. Er entdeckte
die analytische Geometrie (nach seinen Erzihlungen) in einem Militarlager am
10. 12. 1619); publiziert wurde die Theorie erst 1637. Er entwickelt in diesem
Zusammenhang w;chtige Satze aus der Algebra. Es ist vielleicht bemerkenswert,
da er nur die Kurven, die durch eine algebraische Gleichung gegeben sind, zu den

geometrischen Kurven rechnet, wahrend er die anderen Kurven als kinematisch

bezeichnet.

Es entwickelt sich eine Reihenlehre; es seien hier nur die Namen genannt: Mercator
(1627-1680), Gregory (1638-1675), weiters nenne ich noch den Namen Huygens
(1629-1687).

Als eigentliche Begriinder der Integral- und Differentialrechnung siebt man Isaac
Newton (1643-1727) und Leibnie (1646 — 1717) an. Durchgesetzt hat sich nur der
Kalkil von Leibniz. Erste Lebrbiicher stammen von Marquis de I’Hospital (1661-
1704) Gaetani Agnesi (1718 - 1799) und Emilie, Marquise Chatelet (1706-1749)
Freundin von Voltaire. Das Buch von de I'Hospital fiihrt den Titel: ” Analysis

¢es unendlich Kieinen" und ist 1696 erschienen.
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Euler, Weiterentwicklung der Analysis

Der Kalkiil von Leibniz wird weiter ausgebaut durch die Bernoullis (Jobann I (1667
- 1798), Jacob I (1655 - 1705), Nikolaus I und Johannes II, Daniel (1700 - 1782)),
und vor allem durch den groften Meister des Kalkils, Leonbard Euler (1707-
1783). Es ist hier natiirlich ganz unméglich, das Werk von Euler nur annahernd
zu besprechen.®. Jedenfalls aber, das kann gesagt werden, hat er den Kalkul
so handlich ausgebaut, daB er auf alle Teile der Mechanik und der Physik, um
nur diese Gebiete anzufihren, anwendbar wurde. Von ungeheurem Einflu waren
auch seine Lehrbicher, die noch bis heute in den Lehrplinen unserer Schulen
nachwirken. Die Einfihrung der Symbole x in der Formel fir den Kreisum{ang, e
fir die Basis des natiirlichen Logarithmus sind nur die einfachsten Beispiele dieser
‘Art. In der Schule lernen wir den Eulerschen Polyedersatz (er findet sich auch bei
Descartes) e — f + k = 2, wo e die Anzahl der Ecken, f die Anzahl der Flachen
und k die Anzahl der Kanten ist. Das Polyeder darf nicht ganz beliebig sein, es
geniigt, daB es konvex ist. Man kann die Formel aus dem Analogon in der Ebene
e — f + k = 1 sofort herleiten, indem man eine Seitenfliche des Polyeders entfernt
und den Rest in der Ebene ausbreitet. In der Ebene ist e — f + k = 1 fur ein
Dreieck selbstverstandlich und dann fihrt man vollstandige Induktion nach der
Anzahl der Dreiecke, aus denen das Polygon besteht, von dem man voraussetzen
muB, daB der Rand aus einem Stiick besteht, durch. Was den Kalkul selbst betrifft,
so bat er die Differentiale als Nullen angesehen, bei denen nur die Quotienten eine
Bedeutung haben. Es ist bekannt, daB er bei der Verwendung des Kalkuls ohne
Bedenken vorging, nach dem Motto D’'Alemberts " Nur vorans! Das Verstandnis
kommi mit dem Erfolg!* Euler selbst soll gesagt baben: Die Feder tst gescheter als
der Kopf des Menschen. So hat er in der Formel fir die unendliche geometrische

* Fellmann (Basel) betreunt jetzt die Herausgabe der Gessmmeltes Werke von Euler
in mustergiltiger Weise.
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Reibe fiir den Quotienten g ohne weiteres —1 gesetzt und so der unendlichen Reihe
+1 -1 den Wert } zugeordnet und z.B. fir g = —=31 -3+ 9 - 27+ -.. die

1

3 zugeorduet.

Summe

Eine Potenzreihe war fir ibn ein Polynom unendlich hoher Ordnung. Um ein
Beispiel zu geben, argumentiert er folgendermafen: sin z hat die Nullstellen 0 + 7n
(n=1,2,3,.) also sinz = az[].2,(2? — n?x%). Nun ist andererseits sinz =
z - %' + -+ also folgt durch Koeffizientenvergleich a [T3%, (~n2x2) = 1. Es wird
also sinz = z[]°2,(1 - ;'i';g) Fir z = § erhalt Euler das Wallissche Produkt.
Durch Anwendung des Vietaschen Wurzelsatzes erhilt er 320 3y = 'e—z. Damit
batte er den Wert einer Reihe bestimmt, um die sich auch Leibniz sein ganzes

Leben lang bemiiht hatte.

Analog bestimmt er den Wert der Reihe 3 | -L;. Allerdings ist es bis heute nicht
gelungen, den Wert der Reibe 37, Jy zu bestimmen. Man weif erst seit einigen
Jahren durch Apéry, daB der Wert dieser Reihe irrational ist. Es ware schon,
noch ein weiteres Beispiel zu geben, wie Euler geschickt mit divergenten Reihen
operiert und trotzdem, von einem genialen Instinkt geleitet, richtige Resultate
erzielt. Es haben andere Mathematiker versucht, ihm dies mit mehr oder weniger

Erfolg nachzumachen.

Seine Arbeiten mit unendlich kleinen GréBen haben sich noch lange an den Hoch-
schulen, insbesondere an den Technischen Hocbschu]e;: und an den Gymnasien
gehalten. Die Physiker denken heute noch so, geleitet durch ihr physikalisches
Gefuhl. Es erwies sich aber dann doch als notwendig, den Kalkiil auf strengere
Grundlagen zu stellen, da ja nicht jeder Mathematiker das sichere Gefiih] Eulers
hat. Wir wollen zunéchst einmal einige Namen nennen, Gaufi (1770—1855) der das
Konverggnzverhalten der hypergeometrischen Reihe untersucht, Abel (1802— 1829)
der die Binomialreihe untersucht und vor allem Cauchy (1789 — 1857) der in Vor-

lesungen an der Ecole polytechnique Grundlagen fir eine sirenge Behandlung des
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Kalkiils schafft, obwohl Cauchy selbst noch zu dem Hilfsmittel der unendlich kler

nen Grofen greift und auch Irrtiimer begebt.

Thren Hohepunkt erreicht diese strenge Behandlung des Kalkiils in den Vorlesungen
von Weierstra8 (1815-1897) an der Universitit in Berlin. Durch die Erfindung des

Grenzwertes von Folgen wird gleichzeitig erreicht,
1) die Definition der Konvergenz von Reihe *

2) die Definition des Grenzwertes von Funktionen, insbesondere der Ableitung

einer Funktion
3) die Definition der Stetigkeit einer Funktion.
4) Die Definition des bestimmten Integrals.

Damit war der Kalkul von Leibniz streng begrindet ohne Benitzung unendlich
klein;ar Grofilen und auch interpretiert. Dazu kommt durch Weierstra8 der Be-
griff der gleichmiBigen Konvergenz von Funktionenreihen und der Begriff der
gleichmifigen Stetigkeit. Weierstra8 zeigt durch Gegenbeispiele den Unterschied
auf fir Funktionen, die nach unten beschrankt sind, zwischen der unteren Grenze
und dem Minimum. Dies wird ganz eklatant durch Weierstra gezeigt in der
Widerlegung des Dirichletschen Prinzips in der Funktionalanalysis und in der Va-
ristionsrechnung. Es sei I(f) = [, (2/'(2))’dz. Gesucht wird ein £ mit f(1) =1
und f(—1) = 0, so daB I(f) Min. Ist ¢ > 0, dann ist fur

aber I(f) < § 2;T- Es gibt also kein Minimum.

* }:ak ist konvergent zur Summe #, wenn fur die Partialsummen ¢, = a1+ --+aq
gilt limp_co#n = 8. Man erbilt nach G. Frobenius fir die divergente Reike von
Leibniz und Euler 1 =14+ 1 — 14 —--- lim,_,, 3=t = -12-. also eine Recht-

n

fertigung des Eulerschen Wertes % Man nennt solche Verfahren wie bei Frobenmius

’Summieruvngsverfahren’.
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Er zeigt, daB es stetige, aber nicht differenzierbare Funktionen gibt und zwar an

dem Beispiel (0 < b < 1, a ungerade naturliche Zabl)
o0
Z b" cos(a"rz)
n=1

(Riemann batte eine andere Funktion mit solchen Eigenschaften vorgeschlagen,

und gwar

i sin (n?z)
n?
n=]

Allerdings wurde vor einigen Jahren gezeigt, da8 diese Funktion an gewissen Stel-

len differenzierbar ist, und man weif bis heute nicht, an welchen Stellen diese

Funktionen differenzierbar sind und an welchen nicht.)

In diesem Zusammenhang sei erwahnt, daf Bolzano (1781— 1848) in Prag ebenfalls
eine solche Funktion aufgestellt hat. Dies wurde in den 20er Jahren von Hans
Hahn (187?,-—- 1934) und Rychlik erkannt. Bolzano und Weierstra? waren die
ersten, die Beweise fur die folgenden Eigenschaften von stetigen Funktionen im

abgeschlossenen Intervall gefuhrt haben:

1) den Zwischenwertsatz, 2) den Satz vom Marximum und Minimum, 3) den Satz
von der gleichmaBigen Stetigkeit, und 4)den Mit'tclwcrtsatz der Differentialrech-
nung.

Diese Satze waren fir die Anwendung des Kalkils notwendig. Sie sind aber reine
Existenzsatze, die Beweise sind nicht konstruktiv, da sje indirekt gefuhrt werden
und das Auswahlprinzip benutzen. Der erste Existenzsatz dieser Art wurde von
GauB fir den Fundamentalsatz der Algebra gefuhrt. Existenzbeweise haben eine
gewisse Analogie zu antologischen Gottesbeweisen der Scholastik Ee ist viel-
leicht nicht iberraschend, daB der spate Godel, wie man kirzlich in seinem Nachla8

entdeckt hat, in Nachfolge von Leibniz einen Gottesbeweis versucht hat.

Cauchy batte ein Kriterium, das bekannte Cauchysche Kriterium fiir die Konver-
genz von Folgen aufgestellt, aber nicht bewiesen. Nachdem jetzt die Grundlagen
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des Kalkiils in der Richtung gefuhrt waren, da8 die unendlich kleinen Grofen ent-
fernt werden konnten, stellte sich jetzt die Aufgabe, dieses Cauchysche Kriterium
auf eine sichere Grundlage zu stellen. Dies hatten schon Weierstra8 und Bolzano
versucht, aber der volle Erfolg stellte sich erst durch eine Begrundung der ree}-
len Zahlen durch Cantor (1845-1915) und Dedekind (1831-1916) ein. Sie werden
definiert entweder als Klassen Cauchyscher Folgen von rationalen Zablen, wobei
alle Folgen, welche sich nur durch Nullfolgen unterscheiden, in die gleiche Klasse
kommen, oder als Schnitt in der Menge der rationalen Zahlen (eine Variante, die
jetzt in der Schule tradiert wird, ist die Intervallschachtelung). Jetzt erweist es
sich als notwendig, die rationalen Zahlen zu begrinden. Dies war verbaltnismaSig
leicht, sie konnten auf die natiirlichen Zahlen zuriickgefihrt werden.Jetst stellle
sich die Aufgabe, die natirlichen Zahlen exakt zu begrinden, aber das wollen wir

erst spater besprechen.

Nachdem der Bann gebrochen war, war es geradezu eine Leidenschaft der Ma-
thematiker, Gegenbeispiele zu althergebrachten Anschauungen zu finden. * So
Cauchy mit seiner Funktion, e~ 7 fir z # 0 und 0 for z = 0, deren Taylor-
reihe konvergent ist (alle Glieder sind 0), die aber von der Funktion verschie-
den ist. Das berihmteste Gegenbeispiel ist die Kurve in Parameterdarstellung
z = ¢1(1),y = ¢2(t), wobei ¢, und @, stetig sind, und die durch jeden Punkt des
Einheitsquadrats hindurchgeht. Sie stammt von Peano (1858 — 1932). Wir geben

ein Beispiel von Schonberg.

Es sei p(z) = 1 fiir |z - 1| < %,p(z)=2—3(1—z)fﬁr % <lz-1]< ;,p(z)zﬂ
fir [z — 1| > &. Sie werde iber das Intervall (0,2) periodisch mit der Periode 2

fortgesetzt; dann ist
o0

(t) = 3 a3 ),

nel

* Diese Entwicklung wurde oft als 'ungesund’ empfunden (Poincaré, Hadamard, E.
Borel, Lebesgue, H.Weyl (1885 — 1955)).
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o0

wa(t) = Z zinp(Sz"'it)

n=1

Es sci pun (2, y) ein Punkt mit 0=X2<1,0<y<1,also

wa. ) b
=2 mv=3a

k=1 k=1
(ax, b gleich 0 oder 1), 0 nehmen wir

2 2%
ty= 200 25 20 28,

3y T Tt
Ee ist p(32n—2‘°) = an,p(32n-lt°) = b, also ?1(‘0) =z, ‘P?(‘o) =y

Im positiven Sinne fand Jordan (1838 — 1922) einen Beweis, da8 jede geschlos-
sene Jordankurve die Ebene in zwei Teile teilt, namlich in ejn Inperes und ein
AuBeres. Vor einigen Jahren hat man in der Nationalbibliothek in Wien, wo
der NachlaB von Bolzano aufbewahrt ist, entdeckt, da8 sich schon Bolzano {iber
diesen Satz Gedanken gemacht hat. Eine Beweisskizze gebt so: Als Punkte im
Inneren werden Punkte definiert, die die Eigenschaft baben, daB jeder Halbstrah],
der von ihnen ausgeht, die Kurve in einer ungeraden Anzahl von Schnittpunk-
ten schoeidet. Bei auBeren Punkten ist die Anzah] dieser Schnittpunkte gerade.
Man zeigt, da8 dje Menge der inneren Punkte, so wie die 'M'cnge der aufleren
Punkte bogenweise zusammenhangend ist und da8 jeder Polygonzug, der einen
inneren mit einem auferen Punkt verbindet, mindestens eines Punkt der Kurve
trifit. Zum Funktionsbegriff sei bemerkt, da8 er sich zupachst (Euler und Lagrange
(1736 ~ 1813)) auf Funktiopen beschrankt, die sich in Potenzreihen entwickeln las-
sen. Die Fourierreihen zwingen nun dazu, den Funktionsbegriff zu erweitern, bis
dann Dirichlet (1805 — 1859) die Funktion allgemein alg Zuordnung erklart. Nup
muf man natirlich definieren, wann eine Funktion integrierbar ist. Zunachst sind
nur die stickweise stetigen Funktionen integrierbar (Cauchy), eine erste Erweite-

rung wird durch Riemann vorgenommen und einen gewissen A bschluf bildet der

Lebesguessche Integralbegriff. (Lebesgue 1875 — 1941).
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Schon unter Euler klart sich der Begriff des Logaritbmus der komplexen Zablea.
mit Hilfe der Eulerschen Formel. Die komplexe Funktionentheorie wird unter
Cauchy zu einem eigenen Gebiet. Er zeigt die hochst merkwirdige Tatsache, dasd
jede komplexe differenzierbare Funktion alle Ableitungen besitzt und sich in eine
Potenzreihe entwickeln laBt. Dies zeigt man mit Hilfe des Cauchyschen Integral-
satzes, also mit Hilfe der Integralrechnung. Bis heute kennt man keinen anderen
Zahlbereich, wo diese Tatsache zutrifft, auch bei den Quaternionen ist dies nicht
der Fall. Man pennt daher dieses Gebiet, das fruher Funktionentheorie genannt
wurde, jetzt mit Recht ”Komplexe Analysis“. (In Osterreich waren W. Wirtinger
(1865 - 1945) und H. Hornich (1906 - 1979) die bedeutendsten Vertreter dieses
Gebietes.) Es gibt auch keinen Beweis ohne Integralrechnung oder verwandter
Hilfsmittel. Als Grund dafir hat Hilbert in seinen Vorlesungen die Gultigkeit des
Fundamentalsatzes der Algebra angegeben.

Obwohl der Dirichletsche Funktionsbegriff so allgemein ist, gestattet er nicht die
Konstruktion einer Funktion, die nur an der Stelle 0 von 0 verschieden ist und
deren Integral gleich 1 ist (Dirac-Funktion). Dies gelang Laurent Schwartz 1944
durch Einfihrung der Distributionen. Es wird ein Kunstgriff beniitzt, der in der
Mathematik iblich ist, z.B. bei der Einfiilhrung der reellen Zahlen, namlich die
Einfuhrung eines Aquivalenzbegriffs.

2 Folgen von Funktionen f, und g,, auf der ganzen Zahlengeraden integrierbar,

beiflen aquivalent, wenn fiir alle integrierbaren Funktionen F gilt

o0 o0
lim foFdz = hm /ganz
n— 00 7 = OO
- 00 -0

Diese Aquivalenzklasse heift Distribution und die Dirac- Funktion ist die Klasse

el

Vorher wurde bemerkt, daB die Erfindung des Grenzbegriffs von Folgen dasu
diente, verschiedene Dinge unter einen Hut zu bringen. Im 20. Jahrhundert




- 127 -
Algebra

geben die Definitionen dieser Begriffe wieder auseinander, der Trager der Ste-
tigkeit wird der topologische Raum X, begrindet durch F. Hausdorff (1868-1942),
Frechet(1878-1973), H. Tietze (1880 - 1964), L. Vietoris (geb. 1891), u.a. der
Trager des Inbalts, bzw. MaBes wird der MaSraum M. X selbst geht aus dem Be-
griff des metrischen Raumes hervor ivdem ein Abstand definiert ist. Dies alles fiihrt
zur Theorie der linearen Funktionale I(f + 9) = I(f) + 1(g), I(cf) = cI(f) (das
Integral ist ja der Prototyp eines linearen Funktionals!). Diese Entwicklung ist mit
den folgenden Namen verkniipft: Hadamard (1865-1963), Frechet, F. Riess (1878
- 1953), Radon (1887-1957), Helly (1884 - 1943), H. Hahn, S. Banach (1892-1945).

(Die Basis fiir alle diese Entwicklungen war die Mengenlehre von Cantor.)

Algebra

Fragen wir uns nun, was davon in die Schule eingedrungen ist? Zunachst die
Differential- und Integralrechnung 1907 durch F.Klein (1849-1925), (Versuche, sie
wieder aus der Schule zu entfernen, sind gescheitert); der Limesbegriff; die Inter-
vallschachtelung; die Mengenlehre (schon in der Volksschule); die Wahrscheinlich-
keitsrechnung iiber das Radonsche Ma8; der Begriff des Vektorraums und andere

algebraische Begriffe.

In den letzten Jahrzehnten hat durch die Non-Standard Analysis eine neue Ent-
wicklung eingesetzt, in der man ungestraft, & la Leibniz, mit unendlich kleinen
GroBen operieren kann. Ich nenne dazu nur einige Namen: Laugwitz, Schmie-
den, Robinson, Luxemburg. Godel (1906 - 1978) hat immer dafir pladiert. Als
unendlich kleine GréBe a kann man die Klasse aller Nullfolgen nehmen, die sich
voneinander nur um endlich viele Elemente unterscheiden. Es ist also moglich den

Kalkil von Leibniz mit Hilfe von unendlich kleinen GroBen exakt zu begriinden!
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Kurs gesagt: Die Interpretationen des Kalkils weckseln, die Symiole leilen. ge

nauso wie in der Physik.

Dies fiihrt uns zwanglos dazu, einen Blick auf die Algebra (das symbolische Rech-

nen) zu werfen.

Wir baben schon friher die Vietaschen Wurzelsatze erwahnt. Es sind dies Re-
lationen zwischen den Nullstellen der Gleichung (wir nehmen an iber Q), die
gegeniiber Vertauschung invariant sind. E. Galois (1811 - 1832) betrachiet nun
alle Relationen, die zwischen den Nullstellen besteben konnen, sagen wir uber
Q, und fragt nun nach allen Permutationen, die diese Relationen wieder in rich-
tige Relationen iberfihren. Er zeigt nun, daB die Menge dieser Permutationen,
modern gesprochen, eine Gruppe bildet, die Galoissche Gruppe. Es ist ganz selbst-
verstandlich, da die Anzahl der Relationen bei jeder Korpererweiterung zunimmt,
die Galoissche Gruppe also kleiner wird. Die Gleichung ist gelost, wenn G nur aus
der Identitat besteht. Natirlich haben wir stillschweigend die selbstverstandliche

Voraussetzung gemacht, da8 alle Wurzeln der Gleichung verschieden sind.

Abel hatte schon vorher in seiner berihmten Arbeit: Abbandlung uber eine beson-
dere Klasse algebraisch auflosbarer Gleichungen (Crelle Journal 4, 1529) geszeigt,
da8 die Gleichung durch Wurzeln l6sbar ist, wenn die Gruppe kommutativ, also
abelsch, ist:

"Wean die Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades untereinander derart ver-
bunden sind, dass sich diese samilicken Waurzeln rational mitiels einer von thnen,
die wir mil z bezeichnen, ausdricken lassen; wenn man ferner, falls durck 9z, 2

zwei belicbige andere Wurzeln bezeichnet werdes,
d,z = % 9z
hai, 30 ist dic betreffende Gleichung immer algebrassch auflosbar. *

1976 zeigte Shafarevich, da8 jede abelsche Gruppe Galoisgruppe sein kann (Um-

kehrproblem der Galoisschen Theorie).
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Sprcchcn wWir pun elwas uber die Lransrsendente Aufldsung von algebraischen Clei-

cbungen. Abel bat vermnutet und L. Kronecker (1823 - 1894) und Weber haben
bewiesen, daf jede abelsche Zabi (die also ciner abelschen Gleicbung geniigt) in

der Form ¢(¢) darstellbar ist, wo ¢ cine Einbeitswuyrzel ist, also { = e 2 gut.

Nebmen wir die Kreisgleicbung "'_“l‘ = 1, p Primzahl (Schreibweise von Abel).
Sie bat, wie bekannt, die Losungen ¢’ (k= 1,...,p— 1). Sie sind Werte der
einfach periodischen Funktion e?*'* ag der Stelle k/p. Nehmen wir Jetzt eine
doppelt-periodische Funktion, z.B. die p-Funktion, an den Stellen
kywy + kzow,
p

(k1 =0,..,p~1;ky =0, wyp—1), aber(ky, k) # (0,0)

(w1,w; die Perioden von p). Die zugehorige algebraische Gleichung ist vom Grad

pi-1 (Teiungsgleichung) und ibre Galoissche Gruppe ist von der Ordnung

plp—1)(p+1)
2

also fir p = 5 von der Ordoung 60, isomorph zur A;. Dicse Tellungsgleichung
kann man reduzieren auf eine Gleichung 6. Grades mit den Wurzeln vy, ..., Vg
und, bei passender Anordnung genigt (v, — vy)(vs — U4)(vs — vg) einer Gleichung
§. Grades. Jede allgemeine Gleichung 5. Grades kann suf diese Form gebracht
werden (Hermite (1822-1901), Kronecker).

Im Fall p = 7 ist diese Gruppe von der Ordoung 168, also verschieden von A,.
F. Klein bat dicse Gleichung gensu untersucht. Erst vor einigen Jahren ist es
mit Hilfe des Computers gelungen, eine numerische Gleichung dieser Form an-
zugeben 27 —~ 7z +3 = 0. Um diese Gleichung zu finden, muSten mehr als
10.000 Polynome untersucht werden. * 1965 entdeckte man mit Hilfe des Corm-
puters das Polynom z3 ~ 8z — ]0 = 0. Ist r seine reelle Nullstelle, so gilt fiir
r + 2 die Gleichung r + 2 = f(iv/163), wobei f(r) = ¢ [T + ¢**~') und

* vgl. W. Jehne, "Die Entwicklung des Umkehrproblems der Galoischen Theorie
“Matbhematische Semesterberichte (1977)




- 130 -
Algebra

g=¢e""ist. Esgitr+2= o+ t, wobeit < 1077 ist und s = e'Vies
262537412640768743,999999999999250. ..

Den Fall p = 11 hat man ebenfalls untersucht. Mehr wei man bis heute picht,
auBer bei der Gleichung 27. Grades der 27 Geraden auf kubischen Flachen (und
der Gleichung der Wendepunkte von Kurven 3. Ordoung).

Gehen wir noch kurz ein auf die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Hier hat
E. Landau (1877 - 1938) einfache Unmoglichkeitsmethoden entwickelt. Haben wir
eine Gleichung 3. Grades z3 + pz+ ¢ =0, z.B. 23 - 3z + 1 = 0 (3-Teilung des
Winkels 120°) ohne rationale Losung. Nehmen wir an z; = a + WD, VD ¢ Q ist
Losung, dann ist auch z2 = a — bv'D Liésung. Nach Vieta ist 2, + 22 + 23 = 0,
also z3 = —2a eine rationale Losung, was ja nicht sein soll. Nehmen wir an, a,%
und D waren aus einem quadratischen Korper, 2.B. Q(v/Dy), vD ¢ Q(vD; sa
folgt genauso, daB VD € Q(v/Dy), wieder ein Widerspruch, usw.
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Geometrie, Axiomatik

Wenden wir uns jetszt der Geometrie zu: Die euklidische Geometrie ist beherrscht
von Bewegungen, den Drehungen und Verschiebungen, die aber bei Euklid aus
der Darstellung verbannt sind. Im 19, Jahrhundert hat sich zur euklidischen
die Nicht-Euklidische Geometrie, entwickelt von Gau8, Bolyai (1802 - 1860) und
Lobatschewski (1792 - 1856) * gesellt, durch Riemann (1826 - 1868) die elliptische,
dann die Kreis- und Kugelgeometrie, entwickelt von Laguerre, Mabius(1790-1868)
und S.Lie (1842 - 1899), alles iiberschattet durch die ungeheure Entwicklung der
projektiven Geometrie, soda8 das Wort von Cayley (1821-1895) berechtigt war

Alles ist projektive Geometrie!

Dazu kam die rasante Entwicklung der Differentialgeometrie durch Euler, Gau$
und Riemann. Ee erhob sich die Frage: Was ist nun Geometrie? F -Klein hat
1o seiner Antrittarede als Professor 1872 im sogenannten Erlanger Programm dies

folgendermaBen beantwortet:

Gegeben ist eine Mannigfaltigkeit (Klein beschrankt sich auf 2 und 3 Dimensio-
nen), auf ihr eine Transformationsgruppe G und Jede Invariante gegeniiber dieser
Gruppe ist eine geometrische Eigenschaft. Die ebene euklidische Geometrie ist
eine 2-dimensionale Zablenmenge, die Ebene. Auf ihr wirkt die Gruppe der Dre-
hungen und Verschiebungen. Invariante Eigenschaften sind Abstand ynd Winkel,
Rechnerisch lassen sich alle orthogonalen Invarianten von 2 Punkten z = (z1,25)
und y = (¥1,¥2) bei Einfibrung eines kartesischen Koordinatensystems darstellen
als (z,2z) , (z,y) und (y, v). ((z,2) = 211 + 2232). Ea stellt sich die Aufgabe, wie
hier an diesem Beispiel, bei gegebener Gruppe alle Invarianten, bzw. eine Basis

fir die Invarianten, aufzustellen. Dies knon algebraisch geschehen (ich nenne nur

* durch F.Klein 1871 (Math.Ann.Bd.4) war ein relatjver Widerspruchefreibeitsb o
weis gegeben worden (Modell von Klein; ein anderes Modell bat Pojncaré (1854 - 1912)
gegeben),
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die Namen Gordan, Mertens und Hilbert) oder, wie dies Lie getan bat, z.B. bei
der Drebgruppe, da8 nur unendlich kleine Drebungen betrachtet werden. Fur die
gesuchten Invarianten crbalt man dano liease Differentialgleichungpsysteme, und
man kann die Methoden der Analysis anwenden. Diese kontinuieslichen Grup-
pen (wie man sie friher genannt hat, heute nennt maa sie Lie-Gruppen) eind cin
hochaktuelles Gebiet.

Was ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M? Dieses Wort, von Riemann in sei-
nem Habilitationsvortrag: Uber die Hypothesen, dic der Geometrie regrande Hegen
(1854) eingefthrt, bedeutet, grob gesprochen, folgendes: es liegt ein Umgebungs-
raum vor (bei Riemann und Klein Zahlenmengen), wobci es zu jedem Punkt cine
Umgebung gibt, die sich umkehrbar cindeutig auf eine Kugel im n-dimensionalen
cuklidischen Raum abbilden 1a8t. Dadurch kann jeder Punkt in dieser Umge-
bung durch Koordinaten (zq,...,2,) beschrieben werden. Gehort e Punkt 2
Umgebungen an, so hangen die verschiedenen Koordinaten durch eine differen-
sierbare Koordinatentransformation mit nicht verschwindender Funktionaldeter-
minante zusammen. Besitzt die Mannigfaltigkeit eine Transformationsgruppe G,
so sind die Koordinatensysteme ausgezeichnet, die auseinander durch Transforma-
tionen aus G hervorgehen. Bei Drebungen sind es die kartesischen Koordinatensy-
steme. Das bedeutet fir die Differentiale an diesen Stellen eine lineare Abbildung
im Vektorraums der Differentiale. (Zu all dem gehort dann die Tensorrechoung).
Heute nennt man solche Mannigfaltigkeiten differentierbar, man spricht von Kar-

ten, Atlas, usw.

Mit Riemann kann man eine Metrik auf M einfihren, indem man fir den Abstand
von 2 benachbarten Punkten z,z + dz definiert
d.! = Z g;J(:)dz.-dzJ-
V) =1
d.h. man verlangt den Satz von Pythagorss im unendlich Kleinen. (Eine Fine-

lersche Geometrie liegt vor, wenn eine allgemeinere Form ds = f (2, dz) sugrunde
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gelegt wird; ich nenne nur die Namen: Hilbert, Hamel, Berwald und Funk).

Fihrt man passende (Normal)Koordinaten ein, so hat Riemann gezeigt, daf sich
in jedem Punkt Pp der Mannigfaltigkeit das ds in der Form schreiben lagt
1
ds® = Zd:,’ +3 z Rijrizizjdzedz; + -
1

ik,
Diese R sind die Komponenten des bekannten Riemann-Christoffel-Tensors, der die

Krimmungsverhaltnisse (also die Abweichung vom euklidischen) im Punkt P ~ 0

beschreibt und die in der Relativitatstheoric eine fundamentale Rolle spielen.

In letzter Zeit war man bemuht, sich von den Differenzierbarkeits- voravssetzungen
freizumachen. Der erste, der dies versuchte, war Hilbert, der aber zunachst den

axiomatischen Weg eingeschlagen hat.

1899 erschien anliBlich der Einweihung des GauB-Weber-Denkmals in Gottingen
das Buch "Grundlagen der Geometrie“* von Hilbert (1862-1943). Diese Schrift
bat das Motto: So fangl denn alle menschliche Erkenntinis mil Anschanungen an,
geht von da zx Begriffen und endigt mit Ideen. (Kant, Kritik der reinen Vernunft,
Elementarlebre T.s.Abs.2). Dann folgt zum Unterschied von Euklid eine kurze

Einleitung:

Die Geometrie bedarf — ebenso wie die Arithmetik — zu ihrem folgerichtigen Auf-
bau nur weniger und einfacher Grundsatze. Diese Grundsatze heifen AXIOME
der Geometrie. Die Aufstellung der Axiome der Geometrie und die Erforschung
ihres Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seit Euklid in zablreichen vortreffli-
chen Abbandlungen der mathematischen Literatur sich erértert findet. Die be-
zeichnete Aufgabe liuft auf die logische Analyse unserer réumlichen Anschauung
hinaus. Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, fir die Geometrie ein
vollstandiges und maoglichst einfaches System von Axiomen aufzustellen und aus
denselben die wichtigsten geometrischen Satze in der Weise abzuleiten, da8 dabei
die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen und der Tragweite der aus den

einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen klar zutage tritt.
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Dann folgt im 1. Kapitel die Erklarung:

Wir denken drei verschicdene Systeme voo Dingen: die Dinge des ersfes Sysiems
nennen wir Punkic und bezeichnen sie mit A, 5,C, - die Dinge des zwesten Sy-
stems nennen wir Geraden u;d bezeichnen sie mit a,b, ¢, - - die Dinge des driften
Systems nepnen wir Ebenen und bezeichnen sie mit a, 8,7 - Die Punkte beifen
auch die Elemente der lincaren Geometrie und die Punkte, Geraden und Ebenen
beiBen Elemente der raumlichen Geometric oder des Rasmes. Wir denken die
Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziebungen und bezeichnen
diese Beziehungen durch Worte wie licgen, rwischen, kongruent.Die genaue und
fir mathematische Zwecke vollstandige Beschreibung dieser Beziebungen erfolgt

durch die Aziome der Geomeirie

Es werden also diese Dinge, Punkte, Gerade und Ebenen durch die Axiome smphint
definiert. Damit wird ein Trennungsschnitt zwischen der Anschauung und der
Geometrie als mathematische Wissenschaft gezogen. Die meisten Mathematiker
waren von diesem Schritt begeistert, da nun unter diesen Begriffen etwas Beliebiges
verstanden werden konnte, wenn es pur die Axiome erfullt. Hilbert sagte, es

konnten genausogut Bierseidel, Tische und Stible sein.

Ein entschiedener Gegner dieser Anschauung war der Logiker G. Frege (1848 -
1925). Er parodierte Hilbert mit folgendem Axiomssystem: Wir denken uns
Gegenstande, die wir Gotter nennen. Al: Jeder Gott ist allmachtig. A2: Es gibt
wenigstens einen Gott. Damit hatte er, wie H. Freudentbal in seiner Besprechung
der 8. Auflage des Hilbertschen Werkes (in Nieuw Archief vor Wiskunde 4, V,105~
—142(1957)) sagt,den Nagel anf den Kopf getroffen.

Einstein (1879-1955) zog 1920 einen aunderen SchluBi:/nsofern sich die Sdtze der
Mathematik auf dic Wirklichkest beziehen, sind sie nichl sicher und inwicfern sie

sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirkhichkest.

Das von Hilbert entwickelte System, das sich auf die Arbeiten von M. Pasch}(den

* (1843 - 1930)
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éatcrrcicher) Q. Stolz, F. Schur, Veronese, Padua und Peano stutzt, enthalt finf
Axiomgruppen

I Axiome der Verknipfung, II Axiome der Anordnung, 111 Axiome der Kongruenz,

[V Axiom der Parallelen, V Axiome der Stetigkeit.

(ad. V. hier ist 1. das Archimedische Axiom und 2. des Axiom der Intervall-
schachtelung, bei Hilbert Vollstandigkeitsaxiom genannt).

2.B.: 11 Zu 2wet Punkien A,B gilt es stets esne Gerade a, die mil jedem der
beiden Punkie A,B :usammengehort. Dazu gibt Hilbert einen Kommentar:statt
msammengehoren, werden wir auch noch andere Wendungen gedrauchen. 2.B.: a
geht durch A und B, a verbindet A mit B, A liegt auf a, A is1 ein Punkt von a.
Man merkt, wie Arnold Schmidt, ein Mitarbeiter von Hilbert sagt, zwei Tenden-
zen,erstens, die Axiome werden anscheinend willkﬁrlich*gufgestellt; und zweitens
die Tendenz, die Formulierung moglichst einfach zu wahlen. Hilbert vermeidet
in seinen Grundlagen, so wie Euklid, den Begriff der Bewegung. Man kann die
Sache auch so aufziehen, da8 der Bewegungsbegriff,wie im Erlanger Programm,
im Vordergrund steht. Dies hat van der Waerden (geb. 1903) in seinem schonen
Buch Die logischen Grundlagen der euklidischen Geometric (Nordhoff, Groningen,
1937), gezeigt. Die Genialitat Hilberts zeigt sich dadurch, daB er die Grundlagen
der Geometrie auch in einer anderen Richtung, namlich in der Richtung von Rie-
mann, Helmholtz und Lie, rein mengentheoretisch - topologisch ~ untersucht bat,
un Anhang 4, ohne Benitzung von Differcnzierbarkeitseigenschaften, wie dies bei
Lie der Fall ist. Die Bewegungen werden pur als u;nkebrba.r-eindeutige Trans{or-
mationen der Ebene in sich mit gewissen zusatzlichen Eigenschaften, vor allem,
daB sie eine Gruppe bilden, definiert. Der hoher-dimensionale Fall ist erst von

Montgomery und Tits v.a. vor einigen Jahren geldst worden.

Man kénnte die drei Systeme von Dingen auf eine Menge reduzieren, indem z.B.

die Ebenen und Geraden als Menge von Punkten aufgefafit werden. Dies hat

*
) Ein natirlicher Aufbau f{r einen Teil der Geometrie bei
“.Geiger (1880 - 1938), einem Schiler von E. Husserl.
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man spater auch getan. Es hat sich berausgestellt, daB dieses Axiomsystem noch
auf andere Art vereinfacht werden konnte, da manches nicht ganz korrekt war
und verbessert werden muSBte. Dies ist das Verdienst u.a. von A. Schmidt, dem
Statistiker A. Wald, Hessenberg und insbesondere Paul Bernays, der auch poch die
10. Auflage (1968) besorgt hat. Dieses Werk ist auch heute noch sehr gut lesbar.
Das 4. Kapitel bebandelt die Lehre von den Flacheninbalten Sebr wicbtig sind anch
die Kapitel iiber den Desargueschen und den Pascalschen (Pappusschen) Satz und,
vor allem fiir den Lehrer, das 7. Kapitel, die geometrischen Konstruktionen. Auch

die fiinf Anhange sind von grundlegener Bedeutung.

Die axiomatische Methode von Euklid, bzw. von Hilbert wurde dann auch auf
andere Gebiete angewendet: auf die Mechanik durch Hamel (1877-1954) (Newton
hatte ja seine Mechanik bereits nach der Methode von Euklid formuliert).

In diesem Zusammenhang darf vielleicht auch Boltzmann (1844-1906) zitiert wer-
den. Fiir die Thermodynamik hat es Carathéodory (1873-1950) durchgefuhrt, fur
die spezielle Relativitatstheorie H. Rothe (1882-1925) der hier an der Technik ge-
wirkt hat, zusammen mit Ph. Frank. Fir die Strahlungstheorie und die allgemeine
Relativitatstheorie Hilbert, fiir die Quantentheorie J. von Neumann (1903-1957)
Nordbeim und Hilbert, fiir die Ethik Karl Menger (1902-1984) nachdem Spinosa
(1632 - 1677) eine solche Ethistik im Anschlufi an Euklid verfaBt hatte. Hilbert
hat immer darauf hingewiesen, dafl eine Axiomatik fir die Wahrscheinlichkeite-
rechnung fehlt. Eine solche Axiomaiik wurde dann von verschiedenen Autoren
aufgestellt, ich erwahne pur v. Mises (1883-1953). Am meisten durchgesetst bat
sich jene von Kolmogoroff (geb.1903), die die Wahrscheinlichkeit als additives Ma8
in einem Raum mit Gesamtma$ 1 auffafit. Diese Auffassung wird ja heute such in
der Schule tradiert, wobei die Elemente des Raumes Ereignisse genannt werden.
In der Algebra wurde die Axiomatik in der groBen (128 Seiten langen) Arbeit von
E. Steinitz (1871 — 1928): Algebraische Theorie der Kirper (1916) im Crelleschen
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Journal voll verwirklicht. Diese Arbeit wurde 1930 von H. Hasse und R. Baer
(1902-1979) mut sebr lesenswerten Kommentaren herausgegeben. Diese halbver-
gessene Arbeit wurde erst durch die Vorlesungen von Emmy Noether (1882-1935)
in Gottingen und von E.Artin (1898-1962) in Hamburg einem grofleren Publikum
bekannt, vor allem, nachdem sie von van der Waerden unter dem Titel Moderne
Algebra in zwei Banden erschienen waren. Die Bedeutung dieser Vorlesungen fur
die Entwicklung der Mathematik kann kaum iiberschaizt werden. Den Hobepunkt
erreicht die Axiomatisierung bei Bourbaki (seit A333), dessen Autoren sich die
Aufgabe stellten, die gesamte Mathematik samt ihrer Teilgebiete zu axiomatisie-
ren. Eine Einfilhrung in den ganzen Problemkreis bei E. Hlawka, Ch. Binder, P.
Schmitt, "Grundbegriffe der Mathematik“ , Prugg-Verlag Wien (1979). Natiirlich
stellt sich dabei das Problem, fiir diese Axiome einen Trager, d.h. ein Modell oder
ein Kollektiv, wie immer man das auch nennen mag, zu finden, d.h. mit anderen
Worten, nachzuprifen, ob das System widerspruchsirei ist. Diese Problematik ist
oft aus Freude dariiber daB es z.B. nicht mehr notwendig ist, einen Punkt oder
eine Gerade zu definieren da8 es geniigt, die Relationen zwischen ihnen anzugeben,
iiberseben worden. Es schien sozusagen die ganze Metaphysik der Anschauung aus
den Hallen der reinen Mathematik hinausgeworfen, nur mehr ein Problem fir die
Anwendung der Mathematik zu sein. Nur Hilbert selber, der doch die Geometrie

von der Anschauung abgeschnitten batte, war sich der Problematik voll bewuft.

Die Widerspruchsfreiheit der euklidischen Geometrie konnte ja einfach durch die
Methode von Descartes auf die Widerspruchsfreiheit der Analysis zuriickgefuhrt
werden. Es war ein relativer Widerspruchsfreiheitsbeweis (WFB). Bei der Analy-
sis war eine solche Methode, wie Hilbert mit aller Scharfe bemerkte, nicht mehr
moglich. Zupachst war es noiwendig, eine Axiomatik fur die Analysis, d.b. fur
die reellen Zahlen aufzustellen. Hier batten ja schon Martin Ohm und andere vor-
gearbeitet. diese Axiomatik mufite natirlich auch Axiome tber die natirlichen

Zahlen enthalten. Solche waren schon von Dedekind und Peano aufgestellt wor-
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den. Nun kommen aber in diesen Axiomen unendliche Mengen vor. Es erwies sich
pun als potwendig, auch cine Axiomatik fir die Mengenlehre sufzustellen. Dies
hat als erster Zermelo (1871 - 1953) getan. Um nun einen WFB zu fubren, mufiten
auch die Beweismethoden untersucht werden. Dies bedingte eine Axiomatik der
Logik. Fir den Aussagenkalkil batte dies bereits G. Boole (1815 - 1864), fur den
Pradikatenkalkil Peano getan. Ein erster Versuch, Logik und Mstbematik zu-
sammen aufzubauen und zu formalisieren, stammt von Russell (1872 - 1970) und
Whitehead (1871 - 1947) in der Principsta mathematica.

Hilbert stellte sich nun die Aufgabe, aufgrund all dieser Vorarbeiten einen WFB
fir die Analysis zu fihren, und zwar innerbalb des Systems. Um Uberhaupt uber
dieses System sprechen zu konnen, mufite eine Metasprache und peue Zeichen ein-
gefihrt werden (Am Anfang war das Zeichen!), Das Wichtigste war natiirlich
das Unendliche durch endliche Symbole einzufangen, so wie die unendlich fernen
Punkte in der Ebene durch homogene Koordinaten. Beim Beweisansatz, den Hil-
bert brachte, versuchte er gleichzeitig eine Woblordnung der reellen Zahlen zu
finden, und das ist pur méglich mit einer gleichzeitigen Hinzunahme des Auswahl-
axioms und einem Beweis ihrer Widerspruchsfreiheit und einem Beweis der Konti-
nuumshypothese. Also ein gewaltiges Programm, aber Hilbert boffte, dadurch eine
Erleichterung des Problems zu erreichen. Wir wissen beute, seit den Godelschen
Satzen, daf dieses Programm nicht voll erreicht werden kann. Diese hochtheo-
retischen Uberlegungen, bei denen unter anderen Bernays (1888 - 1977)und von
Neumann mitgewirkt haben, haben bei der Entwicklung und Benitzung des Com-

puters reiche Fruchte getragen.
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Wir baben schon frither uber Rechenmaschinen gesprochen: Lullus, Pascal, Leib-
niz, Babbage (1792-1871) und Lady Lovelace (1815 - 1852)), die Tochter von Lord
Byron, uber dic es auch ein hochinteressantes Buch von Doris Moore gibt*, haben
sich mit diesem Thema beschaftigt. Es war John von Neumann, der die vorher
gepannten Methoden der formalen Logik mit der hochentwickelten Elektronik ver-

bunden hat.

Man kann bei der Entwicklung drei Stufen unterscheiden: Zunachst wer es die
Aufgabe, Signale in binarer Form zu kodieren. Der zweite Schritt bestand darin,
durch Verwendung formaler Sprachen, wie sie in der Metasprache von Hilbert
vorlag, die Anwendungen des Computers zu erweitern, die Maschinenbefehle in
Form von Programmiersprachen zu ibersetzen und dasr wieder gurickzuubersetzen
(kompilieren). Dem Traum einer Universalsprache versucht man naherzukommen.
Die dritte Stufe besteht darin, Netzwerke einzurichten, um gleichzeitig auf

demRechenwerk Algorithmen ablaufen gu lassen und um die Leistungsfahigkeit
von Computern zu erhdhen, nach dem Motto: Wensn sich ein Problem axf einer
Maschine nicht losen lifit, nehme man cine gréfere. Die jetzigen Computer, die
von Jahr zu Jahr, fast von Woche zu Woche, besser, billiger und leistungsfabiger
werden, sind wirklich ein Triumph der Elektronik und es ist durchaus zu begruflen,
daB sich auch die Schule damit auseinandersetzt, da schon die Jugend mit dem

Computer spielt. Dies tun auch Erwachsene gern, indem sie z.B.sin a berechnen.

In diesem Zusammenbang mochte ich auf ein Buch hinweisen, das voi gwei Fach-
leuten, Seidel und Bulirsch, mit dem Titel Vom Regendogen sum Fcrb[craachcn+
und zwar auf den Artikel: Berechnung des Sinws. Dort zeigen sie, wie man sina

(a irgendeine Zahl £.B. 600 Bogengrad) berechnet. Man muB zunachst den Winkel

* Doris Langley Moore, Ada,Countess of Loveluce, John Murray, London 1877

+ +
heraasgecesen von Springer Verlag 196G

+)
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auf das Intervall [~ , x] reduzieren (1. Schritt), dus crfordert Division durch 2z

Dann kann man es mittels der Formel
gin 38 = 3sin f§ ~ 4sin® B

pochmals auf das Intervall (- §, + §] reduzieren. Ein schones Beispicl, wie wertvoll
trigonometrische Formeln fiir den Computer sind. Dieses Verfahren funktioniert
gang gut, wenp der 1. Schritt nicht zu oft vorkommt. Auf die weitere Fortfuhrung
wollen wir nicht mehr eingeben, sondern nur auf dus Buch verweisen. Aber fur
grofe Werte (z.B.a = 600) fiibrt schon der erste Schritt beim Taschenrechner
zu wertlosen Resultaten, weil das Rechenwerk nur eine endliche Stellenzahl hat
und x irrational ist. Wie die Verfasser sagen, ist diese Rechoung (ein 600) auf
dem Taschenrechner daher nicht erlaubt, wenn man nicht Kunstgriffe anwendet

(mehrfache Arithmetik).

Noch ein 2. Beispiel: Die Berechnung der harmonischen Reihe,die divergent ist
(wie schon Nikolaus von Oresme gezeigt hat), hat auf dem Taschenrechner den
Wert 1,2,3- - -. Ruft man die Mathematik zu Hilfe, die aussagtduhl + 4 +- - 41 =

Inn 4+ C 4+ O(}) so kann der Computer jetzt wirkungsvolle Arbeit lesten.

Aus diesen Beispielen geht schon hervor, wa die Maschine Schwicrigkeiten hat,
bei Irrationalzablen und bei unendlichen Prozessen uberbaupt, auch wenn eie nur
potentiell unendlich sind. Prof. Zemanek, der in Osterreich die erste Rechen-
maschine - Mailiifter] genannt - konstruiert hat, hat dics in seinem Vortrag - bei
der Griindung der Computergesellachaft - mit dem Titel Die Informationsverar-
beitung xnd ihre Widerapriche (Vortrag anlaBlich der Grindungsversammluvg
der Osterreichischen Computergesellschaft am 4. Marz 1975) so ausgedruckt: Der
Maschine fehlt der vertrante Umgang des Menschen mit dem Unendlichen. Man
hort oft, daB der Computer den Menschen und insbenondere den Mathematiker er-
setzen kann. Nun braucht die Maachine, um sinnvoll zu arbeiten, ¢in Programm.

Das mu8 natiirlich von jemandem erstellt werden. Ees sind immer wieder neue
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Programme erforderlich. Man konnte nun sagen, man sammelt alle Programme in
einer Programmbibliothek, die Ordnung dieser Bibliothek erfolgt durch ein Pro-
gramm, wobei das Programmbibliotheksprogramm sich selbst wieder einordnen

muB. Damit ware die Sache erledigt.

Nach dem Satz von Godel kann man aber immer ein Problem finden, das auf keines
der vorhandenen Programme paft. Das ist vielleicht nicht einmal so entscheidend.
Aber, wie Zemanek auch an anderen Stellen ausgefithrt hat: Nur der Mensch hat
die Fabigkeit sinnvolle Fragen zu stellen und festzustellen, ob die Voraussetzungen
des Programms der verwendeten Maschine fir sein Problem iberhaupt zutreffen
und nach Beendigung der Rechnung durch den Computer festzustellen, ob die
Antwort das Problem 16st oder nicht 16st. Das Resultat braucht nicht zu stimmen,

weil die Voraussetzungen nicht richtig waren.

In Jetzter Zeit wurden auch Apparate (Lisp genannt, z.B. HP 28C) entwickelt,
die symbolische, nicht nur digitale Rechnungen durchfuhren konnen, also algebrai-
sche Umformungen, Integrationen von elementaren Funktionen durch elementare
Funktionen und Integration von Differentialgleichungen durch elementare Metho-
den durchfiihren kénpen. Sie konnen also bei Berechnung unbestimmter Integrale
Substitutionen oder auch Ketten von Substitutionen finden, die eine elementare
Berechnung des Integrals gestatten. Diese Maschine kann einer nicht gebten Per-
son weit iberlegen sein, dagegen wird der geiibte Mathematiker viel rascher eine
passende Substitution finden, genauso, wie dies bei einem Schachcomputer der Fall
ist.

Ein ganz anderer Gesichtspunkt erscheint mur noch viel wichtiger. Mathematische
Theorien, die bis jetzt als unwichtig erschienen sind, haben jetzt eine ungeheure
Bedeutung gewonnen. Die Maschine braucht Kriterien, wann ein Integral von
elementaren Funktionen wieder durch elementare Funktionen integrierbar ist. Dies

hat als erster Liouville (1%50) geleistet. Zu seiner Methode wurde er durch die
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berihmte Arbeit von Abel abgeregt, der alle Wurzeln klassifiziert bat, um zu
zeigen, da8 die allgemeine Gleichung 5. Grades nicht durch Radikale 1Gebar ist.

Liouville teilt die elementaren Funktionen so ein.

Elementare Funktionen O-ter Stufe (K,) sind die algebraischen Funktionen A, 1.
Stufe (X,) sind die Monome e/ und logg, wo f,9 € K, und alle algebraischen
Funktionen von f; = ¢/, g, = logg und h, die nicht bereits in K, liegen. K3 sind
die Funktionen f, = e/, g, = logg, und alle algebraischen Funktionen davon, die
nicht bereits in K, oder K, liegen, usw.

Die trigonometrischen Funktionen und ibre Umkehrfunktionen brauchen nicht ex-
tra aufgefiihrt werden, da diese Funktionen sich aufgrund der Eulerschen Bezie-
hungen durch e* bzw. Inz ausdricken lassen. Betrachten wir ein Beispiel eines

Liouvilleschen Satzes: Ein Integral der Form

/ (%) h(2)dz

wo g,h € K, ist nur dann elementar integrierbar, wenn das Integral die Gestalt

hat ¢#(#).w(g, h, z) wo w eine rationale Funktion ist. Es miifite z.B.

/ e dz

die Gestalt haben e~°".w(z). Durch Differenzieren erbalt man firw : w'~-2zw = 1.
Man sieht sofort, daB diese Gleichung nicht durch ein Polynom vom Grad » 15sbar
ist, denn dann hatte w’ den Grad n ~1 und zw den Grad n+ 1, was nicht moglich
ist. Wire w kein Polynom, so hatie es eine co-Stelle, w’ eine co-Stelle um eine
Ordnung héher, was auch nicht geht. Auch dieses Beispiel genugt bereits zu seigen,

da8 der Mensch nicht vom Computer ersetzt werden kann.

Wie wird das weitergehen? Wichtige Rollen spielen folgende Gebiete schon jetst
und sie werden weiter ausgebaut werden miissen: Kombinatorik, Diskrete Mathe-

matik, Graphentheorie, Zahlentheorie, Approximation irrationaler Zahlen durch
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rationale Zahlen, Approximation von Funktionen durch Polynome oder durch ra-

tionale Funktionen, Algebra, Stabilitatstheorie und Modelltheorie.

Wenn auch keine Maschine jemals mit samtlichen Ziffern von irrationalen Zahlen
arbeiten kann, so kann sie doch mit ihren Symbolen arbeiten. wie sie auch nie
Grenzprozesse ausfihren kann, so kann sie mit den Symbolen und Regeln der

Analysis, soweit es sich um endlich viele Operationen handelt, operieren.

Epilog

Der Vortrag konnte in der vorgeschriebenen Zeit von 50 Minuten die Dinge nur
streifen. Auch dem Manuskript waren im Umfang Grenzen gesetzt. Es sollte nur
gezeigt werden, da8 die Mathematik nicht trocken ist, sondern, daB sie eine fas-
zinlerende Wissenschaft ist, voller Ritsel und Probleme. E.Lasker, der beriihmte
Schachmeister und Mathematiker, hat die Mathematik (noch vor Gédel) eine un-

vollendbare Wissenschaft genannt (im Anschlu an den Philosophen Bergson).

Ich ware noch gerne ausfihrlich auf die Geschichte der Mathematik und ihrer
Ideen eingegangen. Auch das war in dem gegebenen Rahmen unmoglich. Eine
Ergénzung zu diesem Vortrag findet sich in meinem Artikel, Mathematica, ¢uo
vadis, Wissenschaftliche Nachrichten 1979, 25-29, und eine erweiterte Fassung im
OMG-Didaktik-Heft 8 (1982), 33-54. Hinweisen mochte ich auch auf das Buch
von H.Kaiser - W.Nobauer Geschichle der Mathematik fir den Schulunierricht,
Holder - Pichler ~ Tempsky, Wien; Freytag, Miinchen, 1984. Es soll doch hervor-
gehoben werden, da8 noch viele Entwicklungsphasen im Dunkeln liegen. Bei den
regelmafig stattfindenden Tagungen iber Geschichte der Mathematik im Mathe-
matischen Forschungsinstitut Oberwolfach (im Schwarzwald) wird fortlaufend ber

die neuesten Untersuchungen berichtet. Es ist nun gelungen auch in Osterreich
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eine ahnliche Tagung durchzufihren (Neuhofen an der Ybbs, November 19886, or-
ganisiert von Frau Dr.Christa Binder), die von prominenten Forschern aus des
ganzen Welt besucht wurde. Es ist zu boffen, da8 daraus eine stindige Einrich-
tung wird. Osterreich, das in seinen Klostern und Schlossern so viele Schatse
auf diesem Gebiet aus dem Mittelalter besitzt, bat hier einen grofien Rickstand

aufzuholen.

Der Zweck meines Vortrages bestand auch darin, zu zeigen, daB die These von
Oswals Spengler in seinem Werk Untergang des Abendlandes nicht richtig ist, da8
die Mathematik der Antike grundsatzlich verschieden ist von der Mathematik der
Neuzeit. Im Gegenteil: Es liegt eine kontinuierliche Entwicklung vor, die allerdings

durch Katastrophen gehemmt worden ist.

Zum SchluB méchte ich noch Frau Dr.Binder und Frau M. First fur die Herstel-
lung des Manuskripts danken. Ohne ihre Mitwirkung batte es nicht entstehen
konnen. Fir Anregungen daoke ich Frau Ostr.Dr.M.Miller, Herrn Prof. Zemanek
und Herrn Dr. F.Firneis. Auch den Organisatoren dieses Lehrerfortbildungstages
danke ich berzlich fir die Erlaubnis, meine Ideen zur Entwicklung der Matbematik

darzulegen.




